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この論文でやったこと

•臨界点において共形対称性が現れることを直接検証

→臨界現象をCFTで調べれることを示唆

• CFTを正則化する手法を新しく導入し、

少ない計算量で既存の計算結果と良い精度で一致することを確認
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CFT(共形場理論)について

•共形変換＝回転(𝑀𝜇𝜈)+並進(𝑃𝜇)＋スケール変換(𝐷)+特殊共形変換(𝐾𝜇)

𝑃𝜇 , 𝐷 = 𝑖𝑃𝜇 𝑀𝜇𝜈 , 𝐷 = 0 𝑃𝜇 , 𝐾𝜈 = 2𝑖 𝜂𝜇𝜈𝐷 −𝑀𝜇𝜈

𝑀𝜇𝜈 , 𝐾𝜌 = 𝑖 𝜂𝜈𝜌𝐾𝜇 − 𝜂𝜇𝜌𝐾𝜈 𝐷,𝐾𝜇 = 𝑖𝐾𝜇

•対称性が高く、3点関数までは座標依存性が決定される

• string, ゲージ重力対応, CMB, 臨界現象等、適用範囲は広い

• 2Dではよく研究されているが、3D以上の解析は困難
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臨界現象とCFTについて

•臨界点において共形対称性があると示唆[Polyakov (1970)]

→臨界現象をCFTで解析したい

• 2Dや4Dでは、スケール不変, 回転不変, ユニタリー性を課せば

共形対称性を持つ[Polchinski (1984), Dymarsky, Komargodski, Schwimmer, Theisen (2015)]

• 3D(𝑆2 × ℝ)では証明されてない

ブートストラップ法を使った間接的な検証はされてきた

Lattice正則化だと非自明な曲率を考慮する必要があり非常に困難

Fuzzy sphereで直接的な検証ができた
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primary/descendant operator

• primary operator:特殊共形変換と可換な演算子

• descendant operator: primaryに並進演算子を複数回かけたもの

•全てのprimary, descendantはスケール変換と回転の固有値(Δ, 𝑙)で

ラベリングできる

• (Δ, 𝑙)のprimary operator 𝒪𝜇1⋯𝜇𝑙に対しdescendantは2通り作れる:

①𝜕𝜈1 ⋯𝜕𝜈𝑗𝜕𝜇1 ⋯𝜕𝜇𝑖□
𝑛𝒪𝜇1⋯𝜇𝑙

②𝜖𝜇𝑙𝜌𝜏𝜕𝜌𝜕𝜈1 ⋯𝜕𝜈𝑗𝜕𝜇1 ⋯𝜕𝜇𝑖□
𝑛𝒪𝜇1⋯𝜇𝑙

• CFTのoperatorはprimaryかdescendantのみ
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Δ + 2𝑛 + 𝑗 + 𝑖, 𝑙 + 𝑗 − 𝑖

Δ + 2𝑛 + 𝑗 + 𝑖 + 1, 𝑙 + 𝑗 − 𝑖



動径量子化とstate-operator correspondence

•動径量子化:動径方向を時間に見立てた量子化
  スケール変換が時間発展に対応

• 𝛿𝐸𝑛 = 𝐸𝑛 − 𝐸0 = Δ/𝑟

•例)2Dの場合:ℝ2 ≃ ℝ × 𝑆1

共形対称性があれば対応がするが、正則化で対称性は破れる

→fuzzy sphere正則化なら良い精度で保つことを示す 5

Weyl変換
𝑟 = 𝑒𝜏

𝜏 = ∞

𝜏 = −∞

𝑟

𝜃



Lowest Landau Level (LLL) on sphere [F. Haldane, 1983] 

•電子(質量𝑀)が𝑆2(半径𝑟)上にあり、

𝑆2の中心に4𝜋𝑠のmonopoleがあるとする。(2𝑠 ∈ ℤ)

→ハミルトニアンは

• 𝑆𝑈(2)代数を満たすためには、生成子に補正項が必要:

𝐿𝑖 , 𝐿𝑗 = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝐿𝑘 , 𝐿𝑖 = Λ𝑖 + 𝑠
𝑥𝑖

𝑟

•エネルギースペクトルを求めると

•縮退度は2𝑠 + 2𝑛 + 1

• LLLは𝑛 = 0に対応(相互作用が十分小さければ実現) 6

𝐻 =
Λ𝑖
2

2𝑀𝑟2
, Λ𝑖 = −𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝑥𝑗 (𝜕𝑘 + 𝐴𝑘)

monopoleのゲージ場

𝐸𝑛 =
𝑛 + 𝑠 𝑛 + 𝑠 + 1 − 𝑠2

2𝑀𝑟2
=
𝑛 𝑛 + 1 + 2𝑛 + 1 𝑠

2𝑀𝑟2



Fuzzy Sphere [Hoppe 1982,  J. Madole, 1992]

• LLLに射影すると、

→fuzzy sphere:

•普通の𝑆2: 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2 = 𝑟2 𝑥𝑖 , 𝑥𝑗 = 0

LLL射影は𝑥𝑖 → ෤𝑥𝑖 =
𝑟

𝑠
𝐽𝑖 𝐽𝑖は𝑆𝑈 2 生成子 の行列正則化に対応

→非可換性から不確定性が生じる・・・”fuzzy”

•相空間が分割され、UV cutoffが与えられる

(行列サイズ2𝑠 + 1が運動量に対応、𝑠 → ∞で普通の𝑆2に戻る)

•回転対称性を破らないので動径量子化と相性が良い
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෤𝑥𝑖 , ෤𝑥𝑗 = 𝑖
𝑟

𝑠
𝜖𝑖𝑗𝑘 ෤𝑥𝑘

𝐿𝑖 ∼ 𝑠
෤𝑥𝑖
𝑟



計算する模型:3D Ising
• ハミルトニアン:

• fuzzy sphere正則化すると、(電子の)消滅演算子は

෠𝜓 Ω =
1

2𝑠 + 1
෍

𝑚
Φ𝑚
∗ Ω 𝑐𝑚 Φm Ω = 𝑁𝑚𝑒

𝑖𝑚𝜑cos𝑠+𝑚 ( Τ𝜃 2) sin𝑠−𝑚( Τ𝜃 2)
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𝐻 = ∫ 2𝑠 + 1 2𝑑Ω𝑎𝑑Ω𝑏 𝑈 Ω𝑎𝑏 𝑛0 Ω𝑎 𝑛0 Ω𝑏 − 𝑛𝑧 Ω𝑎 𝑛𝑧 Ω𝑏

−ℎ∫ 2𝑠 + 1 𝑑Ω𝑛𝑥(Ω)

𝑈 Ω =
𝑔0

𝑅2
𝛿 Ω +

𝑔1

𝑅4
∇2𝛿 Ω 𝑛𝛼 = ෠𝜓↑

†, ෠𝜓↓
† 𝜎𝛼

෠𝜓↑

෠𝜓↓

𝑐𝑚: 𝑚モードの消滅演算子



計算する模型:3D Ising

• 𝐻 = 𝐻00 + 𝐻𝑧𝑧 + 𝐻𝑡

𝐻00: Ising spinには関係ない。

𝐻𝑧𝑧 = −
1

2
Σ𝑚𝑖

𝑉𝑚𝑖
𝑐𝑚1

† 𝜎𝑧 𝑐𝑚4
𝑐𝑚2

† 𝜎𝑧 𝑐𝑚3
𝛿𝑚1+𝑚2 ,𝑚3+𝑚4

𝑉𝑚𝑖
= Σ𝑙=0,1 𝑉𝑙 ⋅ 4𝑠 − 2𝑙 + 1

𝑠 𝑠 2𝑠 − 𝑙
𝑚1 𝑚2 −𝑚1 −𝑚2

𝑠 𝑠 2𝑠 − 𝑙
𝑚4 𝑚3 −𝑚3 −𝑚4

𝐻𝑡 = −ℎ Σ𝑚 𝑐𝑚
† 𝜎𝑥 𝑐𝑚

赤の値を変えて相図を調べる
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臨界点の探索

• order parameter:𝑀 = Σ𝑚 𝑐𝑚
† 𝜎𝑧

2
𝑐𝑚を使ってfinite size scaling(𝑉1 = 1とfix)

V0 = 4.75としてる
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state-operator correspondence

• 𝑉0, 𝑉1, ℎ𝑐 = (4.75, 1,3.16)で計算する

•やること:ハミルトニアンを臨界点で対角化してエネルギーを求める
 3D CFTでのスケール次元Δと比較

→𝛿𝐸𝑛 = 𝐸𝑛 − 𝐸0 = Δ/𝑟となるか確認することで共形対称性を直接検証

•手順
①最小のΔに対応する状態をprimaryと同定、検証
②Δ ≤ 7の範囲で①のdescendantを作成、検証
③同定したprimaryとそれから作ったdescendant以外で①②を繰り返す

•結果:lowestの70個に対して示せた
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計算結果
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共形ブートストラップとの比較
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共形ブートストラップとの比較
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まとめと展望

• 3D Ising modelにおいて、直接共形対称性を検証できた。

• CFTを解析する新しい手法としてfuzzy sphere正則化を導入した。

少ない計算量で既存のブートストラップ法と無矛盾。

• OPE、相関関数、fermionを含む系等への拡張

•非可換幾何の言葉に書き直すことで知見が広がるかも?

UV/IR mixing回避の可能性

15


	スライド 0: Uncovering conformal symmetry in the 3D Ising transition:   State-operator correspondence from a fuzzy sphere regularization 　 W. Zhu, C. Han, E. Huffman, J. Hofmann, Y. He Phys. Rev. X 13 (2023) 2, 021009
	スライド 1: この論文でやったこと
	スライド 2: CFT(共形場理論)について
	スライド 3: 臨界現象とCFTについて
	スライド 4: primary/descendant operator
	スライド 5: 動径量子化とstate-operator correspondence
	スライド 6: Lowest Landau Level (LLL) on sphere [F. Haldane, 1983] 
	スライド 7: Fuzzy Sphere [Hoppe 1982,  J. Madole, 1992]
	スライド 8: 計算する模型:3D Ising
	スライド 9: 計算する模型:3D Ising
	スライド 10: 臨界点の探索
	スライド 11: state-operator correspondence
	スライド 12: 計算結果
	スライド 13: 共形ブートストラップとの比較
	スライド 14: 共形ブートストラップとの比較
	スライド 15: まとめと展望

