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Introduction

• Matrix model

超弦理論の非摂動的な定式化の候補

力学変数に行列を用いる理論

行列によって幾何学的な多体系の記述が可能

時空は行列の自由度からダイナミカルに創発される

⇒ 行列模型が重力を記述するのでは？



Introduction(Matrix modelの描像)

IKKT Matrix Model
・平坦時空中におけるType IIB string theory の非摂動的な記述として
提起されたもの

・SO(10)対称性 ０D theory

これにmass parameter Ωを入れて定義されるPolarized IKKT matrix model
を扱う

Vacua of
Polarized IKKT 
Matrix model

Background geometry

Instanton solution

gauge gravity

One-to-one duality 
for D-instanton



Polarized IKKT Matrix model (1)

𝑆Ω  = 𝑆IKKT + 𝑆def

𝑆IKKT = −Tr
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SUSY : ቐ
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𝛼𝛽𝜖𝛽

𝛿𝜓𝛼 =
𝑖

2
𝑋𝐼 , 𝑋𝐽 Γ𝛼𝛽

𝐼𝐽
𝜖𝛽 + 𝑋𝑖 Γ123Γ𝑖

𝛼𝛽
𝜖𝛽 +

Ω

8
𝑋𝑝 Γ123Γ𝑝

𝛼𝛽𝜖𝛽

(Focus on Euclidean signature)



Polarized IKKT Matrix model (2)

Equation of Motion(𝜓 = 0)

①Xp 𝑝 = 4, … , 10 : 
1

2
𝑋𝐼, 𝑋𝐼 , 𝑋𝑝 +

3Ω2

43 𝑋𝑝 = 0

⇒ 解: 𝑿𝒑= 𝟎

②Xi i = 1,2,3 : 
1

2
𝑋𝐼 , 𝑋𝐼 , 𝑋𝑖 +

3Ω2

43 𝑋𝑖 +
𝑖Ω

4
𝜖𝑖𝑗𝑘 𝑋𝑗 , 𝑋𝑘 = 0

⇒解: 𝑿𝒊= 𝜶𝜴𝑱𝒊  𝑱𝒊, 𝑱𝒋 = 𝒊𝝐𝒊𝒋𝒌𝑱𝒌, 𝜶 = 𝟎,
𝟏

𝟖
,

𝟑

𝟖

②について
𝐽𝑖:SU(2)Lie代数の𝑁 × 𝑁行列表現

𝑉B = Tr −
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作用から古典解を求める。
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V

α

Polarized IKKT Matrix model (3)

1

8

3

8

𝑋𝑖 =
3

8
Ω𝐽𝑖が古典解 : 𝑺𝜴 = −

𝟗

𝟐𝟏𝟑 𝜴𝟒Tr𝑱𝒊𝑱𝒊

☆𝛼 = 0,
3

8
の時、𝛿𝜓 = 0を満たすことが示せる



V

α

Polarized IKKT Matrix model (3)

☆𝛼 = 0,
3

8
の時、𝛿𝜓 = 0を満たすことが示せる

Jiがスピンj既約表現(N=2j+1)であれば

Tr𝐽𝑖𝐽𝑖 = 𝑁
𝑁2 − 1

4

一般の(可約)表現において

Tr𝐽𝑖𝐽𝑖 = ෍

𝑠=1

𝑞

𝑛𝑠𝑁𝑠

𝑁𝑠
2 − 1

4
 𝑁 = ෍

𝑠=1

𝑞

𝑛𝑠𝑁𝑠

(𝑛𝑠:多重度,  𝑁𝑠 :ブロックの次元)

1

8

3

8

𝑋𝑖 =
3Ω

8

□ ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ □

 □ : 𝑛𝑠 × 𝑛𝑠𝑁

𝑆Ω = −
9

215 Ω4 ෍

𝑠=1

𝑞

𝑛𝑠𝑁𝑠 𝑁𝑠
2 − 1

… 𝐽𝑖が既約の時に最小になる

𝑋𝑖 =
3

8
Ω𝐽𝑖が古典解 : 𝑺𝜴 = −

𝟗

𝟐𝟏𝟑 𝜴𝟒Tr𝑱𝒊𝑱𝒊



Gravity : geometry

Matrix modelの対称性SO(3)×SO(7)に対応するような重力解を仮定

From The Einstein equation

(𝜌, 𝑧): 𝑆2 × 𝑆6に直交する座標
𝜇:mass parameter ∝ Ω

V′ ≡ 𝜕𝑧𝑉 , ሶ𝑉 ≡ 𝜕𝜌𝑉

The Einstein frame solution  (with SO(3)×SO(7) isometry)

Function V : 4D axi-sym. Laplace eq V′′ + ሷ𝑉 +
2

𝜌
ሶ𝑉 = 0 を満たす

𝑑𝑠2 =
8

𝜇
5
2

1

33

ሶΔ𝑉

−𝑉′′

1
4 −𝑉′′

ሶ𝑉
𝑑𝜌2 + 𝑑𝑧2 + 3𝜌𝑑Ω6

2 +
𝜌 −𝑉′′ ሶ𝑉

Δ
𝑑Ω2

2

𝑒𝜙 = −𝜇
3 ሶ𝑉 + 𝜌𝑉′′

𝜌 3Δ ሶ𝑉 −𝑉′′
 ,  χ = −

𝑖

𝜇3

3 ሶ𝑉 𝑉′ + 𝜌𝑉′ + 𝜌𝑉′𝑉′′

3 ሶ𝑉 + 𝜌𝑉′′

Δ ≡ 3 ሶ𝑉𝑉′′ + 𝜌 ሶ𝑉′2 + 𝑉′′2

𝑆2𝑆6



Gravity : metricの追加条件

Positivity 

𝑉BG = −𝜂𝑧𝜇3 +
𝜇5

27
𝑧𝜌2 − 𝑧3  ∵ Laplace eq.

𝑆2 and/or 𝑆6の収縮する領域 𝑅2, 𝑅6 → 0
境界条件 「1つの球面が収縮するときに

metricの他の成分が有限」

Regularity

𝑑𝑠2 = 𝑅2 𝜌, 𝑧 2𝑑Ω2
2 + 𝑅6 𝜌, 𝑧 2𝑑Ω6

2 + 𝐻 𝜌, 𝑧 2 𝑑𝜌2 + 𝑑𝑧2

𝑧

𝜌

𝑆2

𝑆6



Gravity : metricの追加条件

Positivity 

𝑉BG = −𝜂𝑧𝜇3 +
𝜇5

27
𝑧𝜌2 − 𝑧3  ∵ Laplace eq.

𝑆2 and/or 𝑆6の収縮する領域 𝑅2, 𝑅6 → 0
境界条件 「1つの球面が収縮するときに

metricの他の成分が有限」

Regularity

𝑧1

𝑧2

𝑧3

z

𝑆2 shrink ∶ ሶ𝑉 → 0 ,
𝛿𝑧

𝛿𝜌
= 0 

𝑆6shrink ∶  𝜌 → 0  ∴z軸

∴導体円盤



Gravity : Quantization of fluxes

𝑧1

𝑧2

𝑧3
𝑁D1,𝑠 ∝ න

Σ7

෪𝐹7 𝑁𝐷 −1 = ෍

𝑠

𝑁D1,𝑠 ෍

𝑡≤𝑠

𝑁NS5,𝑡

         量子化条件

𝑁D −1 ∝ න
𝑆9

෪𝐹9

𝑁F1 = 0 ,  𝑁D5 ∝ Δ𝑉

𝑁NS5,𝑠 ∝ න
Σ3

𝐻3

𝑸𝟑



Gravity : Quantization of fluxes

𝑧1

𝑧2

𝑧3 𝑁𝐷 −1 = ෍

𝑠

𝑁D1,𝑠 ෍

𝑡≤𝑠

𝑁NS5,𝑡

~𝑑𝑠

~𝑄𝑠

𝑑𝑠 ≡ 𝑧𝑠 − 𝑧𝑠−1

         量子化条件

𝑁D −1 ∝ න
𝑆9

෪𝐹9

𝑁F1 = 0 ,  𝑁D5 ∝ Δ𝑉

𝑁D1,𝑠 ∝ න
Σ7

෪𝐹7

𝑁NS5,𝑠 ∝ න
Σ3

𝐻3



Duality

IIB SUGRA (parameter 𝝁)

𝑁D −1 = ෍

𝑠

𝑁𝐷1,𝑠 ෍

𝑡≤𝑠

𝑁NS5,𝑡

Polarized IKKT Matrix model (parameter 𝛀) 

𝑁 = ෍

𝑠

𝑛𝑠𝑁𝑠

真空は3つのSU(2)の随伴行列を持つfuzzy sphere

𝐽𝑖 = ໄ

𝑠=1

𝑞

𝕝⨂𝐽𝑁𝑠

𝑖  (𝑖 = 1,2,3)

~

~

~

~

𝜇 ∝ Ω ∵ D1brane analysis



Duality

・Braneの量子数がSU(2)既約表現の次元および縮退度と対応
・超重力解が行列模型の古典的な解(fuzzy sphere) と一対一対応



Duality

・Braneの量子数がSU(2)既約表現の次元および縮退度と対応
・超重力解が行列模型の古典的な解(fuzzy sphere) と一対一対応

重力解Vが行列模型から再現できるか？

→ 分配関数を局所化の方法で計算する
cf.BMN Matrix Model(Y. Asano, G. Ishiki, T. Okada, S. Shimasaki) 



Localization
１つの超対称性𝛿𝑠を選択 (𝛿𝑠𝑆 = 0)
次のdeformed partition functionを定義

𝑍𝑡 ≡ − න 𝑑𝑋𝐼 𝑑𝜓𝛼 exp − 𝑆 + 𝑡𝛿𝑠𝑉

𝛿𝑠
2𝑉 = 0を仮定すると

𝑑

𝑑𝑡
𝑍𝑡 = 0

・・・ 𝑍𝑡はtに依存せず𝑍𝑡=0 = lim
𝑡→∞

𝑍𝑡

𝛿𝑠𝑉のpure bosonic partが非負なら𝑡 → ∞でSaddle周りの1-loop計算がexact



Super symmetry

𝑍𝑡 ≡ − න 𝑑𝑋𝐼 𝑑𝜓𝛼 exp − 𝑆 + 𝑡𝛿𝑠𝑉

経路積分はOff-Shellも含む
              → SUSYをOff-shellの場合も込みで考える

補助場𝐾𝑎 (𝑎 = 1,2,⋅⋅⋅ 7)を導入

= 𝑇𝑟 ቈ

቉

−
1

4
𝑋𝐼 , 𝑋𝐽

2
−

1

2
𝜓𝑇 ҧ𝛾𝐼 𝑋𝐼 , 𝜓 +

1

2
 𝐾𝑎𝐾𝑎 +

3Ω2

43 𝑋𝑖𝑋𝑖

+
Ω2

43 𝑋𝑝𝑋𝑝 + 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝑋𝑖𝑋𝑗𝑋𝑘 +
𝑖

8
Ω𝜓𝑇 ҧ𝛾123𝜓

𝑆



Saddle point

𝑡 → ∞で1-loop計算がexact

𝑍𝑡 ≡ − න 𝑑𝑋𝐼 𝑑𝜓𝛼 exp − 𝑆 + 𝑡𝛿𝑠𝑉0

𝑉0 = Tr 𝜓𝛼 𝛿𝑠𝜓𝛼 †  と指定。 𝛿𝑠𝑉0のPure bosonic partが非負という条件より鞍点は

𝑋𝑖 =
3Ω

8
𝐿𝑖 , 𝑋10 = 𝑀,  𝐾7 = −

Ω

8
𝑀,  𝑋𝑝′ = 0, 

𝐾𝑎′ = 0,  𝜓 = 0

Where 𝐿𝑖 , 𝐿𝑗 = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝐿𝑘 , 𝐿𝑖 , 𝑀 = 0

𝐿𝑖 = diag 𝕀𝑛𝑠
⊗ 𝐿𝑖

𝐽𝑠

𝑠=1,2,⋅⋅⋅𝑞
 , 𝑀 = diag 𝑀𝑠 ⊗ 𝕀𝑁𝑠 𝑠=1,2,⋅⋅⋅𝑞

☆ただしgauge redundancy 𝐿𝑖 → 𝑈𝐿𝑖𝑈† ,𝑀 → 𝑈𝑀𝑈†を持つ
また、 𝑀𝑠はゲージ対称性を用いて対角化できる

𝑀𝑠 = diag 𝑚𝑠𝑖 𝑖=1,2,⋅⋅⋅𝑛𝑠



Gauge fixing and Faddeev-Popov ghost
分配関数Zを鞍点ごとの和として𝑍 = σ𝑅 𝑍

𝑅
と書く

これまでの場をΦ、新しく考えるghost場をΦghostでまとめると

ZR = න 𝑑Φ 𝑒− 𝑆+𝑡𝛿𝑠𝑉0  ~ 𝑉𝑜𝑙 𝒢𝑅 න 𝑑Φ 𝑑Φ𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡 𝑒− 𝑆+𝑡𝑄𝑉  

 where 𝒢𝑅 =
𝑈 𝑁

⨂𝑠=1
𝑞

𝑈(𝑛𝑠)
 

(この時BRST変換 𝛿𝑏 でghost actionを定式化)

新しく演算子Q = 𝛿𝑠 + 𝛿𝑏を導入して



Saddle point approximation (1)

ZR~𝑉𝑜𝑙 𝒢𝑅 න 𝑑Φ 𝑑Φghost 𝑒− 𝑆+𝑡𝑄𝑉

𝑍 = መ𝑍(鞍点) +
1

𝑡
෨𝑍(摂動)のように展開



Saddle point approximation (1)

ZR~𝑉𝑜𝑙 𝒢𝑅 න 𝑑Φ 𝑑Φghost 𝑒− 𝑆+𝑡𝑄𝑉

𝑆[ መ𝑍] = −
9Ω4

213 Tr𝐿𝑖
2 +

3Ω2

27 Tr𝑀2

→ 計算する残りの部分は𝒕𝑸𝑽の部分 : 1-loopの寄与にあたる

𝑍 = መ𝑍(鞍点) +
1

𝑡
෨𝑍(摂動)のように展開

𝑆 𝑍 + 𝑡𝑄𝑉[𝑍] = 𝑆 መ𝑍 + ෨𝑍𝐷 ෨𝑍 + 𝒪
1

𝑡

古典解 𝑋𝑖 =
3

8
Ω𝐿𝑖 より 鞍点での補助場 𝐾7 = −

Ω

8
𝑀 より



Saddle point approximation (2)

𝑄𝑍𝑏 = 𝑅𝑏𝑓𝑍𝑓, 𝑄𝑍𝑓 = 𝑅𝑓𝑏𝑍𝑏, 

@Saddle point   

𝑅𝑏𝑓, 𝑅𝑓𝑏  ∋  −𝑖Ω𝛿𝑈 1 + 𝑖  ⋅ , 𝑀 + i
3Ω

8
L3

変数を次のように分類

𝑡𝑄𝑉[𝑍] = ෨𝑍𝐷 ෨𝑍について

Z ∋ 𝑍𝑏, 𝑍𝑓

𝑍𝑏 ∶ 𝑋𝐼′ , 𝐾𝑎 , 𝑏𝑜𝑠𝑜𝑛𝑖𝑐 𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡
𝑍𝑓 ∶ 𝜓, 𝑓𝑒𝑟𝑚𝑖𝑜𝑛𝑖𝑐 𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡

𝛿𝑈 1 :SO(3)×SO(7)のU(1)部分群



Saddle point approximation (2)

𝑄𝑍𝑏 = 𝑅𝑏𝑓𝑍𝑓, 𝑄𝑍𝑓 = 𝑅𝑓𝑏𝑍𝑏, 

@Saddle point   

𝑅𝑏𝑓, 𝑅𝑓𝑏  ∋  −𝑖Ω𝛿𝑈 1 + 𝑖  ⋅ , 𝑀 + i
3Ω

8
L3

変数を次のように分類

𝑡𝑄𝑉[𝑍] = ෨𝑍𝐷 ෨𝑍について

Z ∋ 𝑍𝑏, 𝑍𝑓

𝑍𝑏 ∶ 𝑋𝐼′ , 𝐾𝑎 , 𝑏𝑜𝑠𝑜𝑛𝑖𝑐 𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡
𝑍𝑓 ∶ 𝜓, 𝑓𝑒𝑟𝑚𝑖𝑜𝑛𝑖𝑐 𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡

𝑉 = 𝑍𝑓𝐷𝑍𝑏

𝑄𝑉 → ෨𝑍𝑏 𝑅𝑓𝑏
𝑇 𝐷 ෨𝑍𝑏 − ෨𝑍𝑓 𝐷𝑅𝑏𝑓

෨𝑍𝑓 (𝑡 → ∞)

න 𝑒−𝑡𝑄𝑉  ~ 𝑍1−loop ~
det𝑅𝑏𝑓

1
2

det𝑅𝑓𝑏

1
2

𝑅0 のZに対する固有値を用いて1-loopの計算に帰着できる

𝛿𝑈 1 :SO(3)×SO(7)のU(1)部分群



Saddle point approximation (3)

𝑀𝑠 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑚𝑠𝑖 𝑖=1,2,⋅⋅⋅𝑛𝑠
の対角化から生じるVandermonde 行列式 Δ = ς𝑠 ς𝑖≠𝑗 𝑚𝑠𝑖

− 𝑚𝑠𝑗

1

2

𝑚𝑠𝑖
は𝑀Φ(s,t)の固有値

𝑍1−loop = Δ
det𝑅𝑏𝑓

1
2

det𝑅𝑓𝑏

1
2



Saddle point approximation (3)

𝑍1−loop = Δ
det𝑅𝑏𝑓

1
2

det𝑅𝑓𝑏

1
2

= −1 σ𝑠 𝑛𝑠
2 64

3Ω

σ𝑠 𝑛𝑠

෍

𝑠=1

𝑞
1

𝑁𝑠
ෑ

𝐽=1

𝑁𝑠−1
2 + 3𝐽 3

1 + 3𝐽 3

𝑛𝑠

 ෑ

𝑠,𝑡=1

𝑞

ෑ
𝑖,𝑗=1
𝑖≠𝑗

𝑛𝑠,𝑛𝑡
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Summary and the future work

局所化して新たに求めた分配関数ZRを用いて

・Matrix modelと重力の記述の間の双対性
・重力解Vが行列模型から再現できるか

について今後見ていきたい

・Braneの量子数がSU(2)既約表現の次元および縮退度と対応
・超重力解が行列模型の古典的な解(fuzzy sphere) と一対一対応
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