
Lightlike reduction of the M5 brane

arXiv:2303.17846v1 [hep-th] 31 Mar 2023
Andreas Gustavsson



イントロ

𝐻!"#

6次元テンソル場 ヤン・ミルズ場の強さ

𝐻$%& = 𝐹$%
𝐻$'& = 𝐹$' 𝐻$'% = 𝐺$'

補助場

⾃⼰双対性

𝐹$' =
1
2
𝜖$'() 𝐹()

⾃⼰双対性

𝐺$' = −
1
2
𝜖$'() 𝐺()

反⾃⼰双対性

𝑀,𝑁, 𝑃 = 0,⋯ , 5 𝑖, 𝑗 = 1,⋯ , 4

Ｍ5-ブレーンを記述する6次元の理論 5次元の理論

𝑥& ⽅向の dimension reduction

𝐻!"# =
1
6
𝜀!"#*+, 𝐻*+,



⾃⼰双対性 ⾃⼰双対性 反⾃⼰双対性

𝐿- =
1
2
𝐺$'𝐹$' +

1
2
𝐹$%𝐹$%

運動⽅程式

通常のdimension reduction からは	𝐿! が得られない。 𝛿𝜓 =
1
12
Γ!"#𝜖𝐻!"# +⋯

𝛿𝜓 = −
1
4
Γ$%Γ&𝜖𝐺$% +

1
4
Γ$%Γ&𝜖𝐹$%⋯フェルミオンの超対称変換が⼀致しない。

イントロ

問題点

[Lambert, Lisptein, Richmond (2019)]
𝐺"# ：オフシェルでも反⾃⼰双対な補助場

？

𝐹$' =
1
2
𝜖$'() 𝐹() 𝐺$' = −

1
2
𝜖$'() 𝐺()

Ｍ5-ブレーンを記述する6次元の理論 5次元の理論

𝑥& ⽅向の dimension reduction

𝐻!"# =
1
6 𝜀!"#

*+, 𝐻*+,



やりたいこと dimension reduction を従来の⼿法から変更し
𝑳𝑨 の導出を⾏う。

5次元の理論

𝑥& ⽅向の dimension reduction

⾃⼰双対性 ⾃⼰双対性 反⾃⼰双対性

𝐿- =
1
2
𝐺$'𝐹$' +

1
2
𝐹$%𝐹$%

運動⽅程式

フェルミオンの超対称変換 を dimension reduction する代わりに
𝑥& ⽅向に沿った⾃⼰双対条件の dimension reduction を⾏う。

やりたいこと

𝐹$' =
1
2
𝜖$'() 𝐹() 𝐺$' = −

1
2
𝜖$'() 𝐺()

Ｍ5-ブレーンを記述する6次元の理論

𝐻!"# =
1
6
𝜀!"#*+, 𝐻*+,



⽬次

１． ℝ0,1 上のM5-ブレーンを dimension reduction

２． ６次元ローレンツ多様体上のM5-ブレーンをdimension reduction

３．結論



𝑑𝑠. = −𝑑𝑥/𝑑𝑥/ + 𝑑𝑥0𝑑𝑥0+ 𝑑𝑥$𝑑𝑥$
= 2𝑑𝑥%𝑑𝑥& + 𝑑𝑥$𝑑𝑥$

計量

ライトライク座標

𝑥± =
1
2
𝑥0 ± 𝑥/

𝐺$' = 𝐻$'%

ヤン・ミルズ場の強さと6次元テンソル場との対応

𝜀$'()%& = 𝜀$'()
反対称テンソル

１． ℝ0,1 上のM5-ブレーンを dimension reduction

𝐹$% = 𝐻$%&𝐹$' = 𝐻$'&



Ｍ5-ブレーンを記述する6次元の理論 5次元の理論

𝑥& ⽅向の dimension reduction

⾃⼰双対性

𝐹$' =
1
2 𝜖$'() 𝐹() 𝐺$' = −

1
2 𝜖$'() 𝐺()

𝐻$'( = − 𝜖$'() 𝐹)%

(𝑥& ⽅向の 微分がすべての場について０)

𝜕[3𝐻!"#] = 0 𝜕%𝐹$' + 2𝜕[$𝐹'%] = 0 3𝜕[$𝐺'(] − 𝜕%𝐻$'( = 0
ビアンキ恒等式

⾃⼰双対性 反⾃⼰双対性

１． ℝ0,1 上のM5-ブレーンを dimension reduction

𝐻!"# =
1
6
𝜀!"#*+, 𝐻*+,



Ｍ5-ブレーンを記述する6次元の理論 5次元の理論

𝑥& ⽅向の dimension reduction

⾃⼰双対性
𝐹$' =

1
2
𝜖$'() 𝐹()

𝐺$' = −
1
2
𝜖$'() 𝐺() 𝐻$'( = 𝜖$'() 𝐹)%

(𝑥& ⽅向の 微分がすべての場について０)

𝜕[3𝐻!"#] = 0
𝜕$𝐺$' = 𝜕%𝐹'% 𝜕%𝐹$% = 0

ビアンキ恒等式

がオフシェルでも成り⽴つと仮定する。

𝐿- =
𝑘
2
𝐺$'𝐹$' +

𝑘
2
𝐹$%𝐹$%

運動⽅程式

１． ℝ0,1 上のM5-ブレーンを dimension reduction

𝐻!"# =
1
6
𝜀!"#*+, 𝐻*+,



5次元の理論

ヤン・ミルズ場についてのラグランジアン

𝐿! =
𝑘
2𝐺"#𝐹"# +

𝑘
2𝐹"$𝐹"$

ボソン𝜙! とフェルミオン𝜓 についてのラグランジアン

𝐿% = −
1
2
𝐷"𝜙! & +

𝑖
2
:𝜓Γ"𝐷"𝜓 +

𝑖
2
:𝜓Γ'𝐷$𝜓 +

𝑒
2
:𝜓Γ'Γ! 𝜓,𝜙!

超対称変換

𝛿𝜙! = 𝑖 ̅𝜖Γ!𝜓

𝛿𝐴" = 𝑖 ̅𝜖Γ"'𝜓

𝛿𝐴$ = 𝑖 ̅𝜖Γ$'𝜓

𝛿𝜓 =
𝑎
4 Γ"#Γ'𝜖𝐺"# +

𝑏
4 Γ"#Γ$𝜖𝐹"# − 𝑐Γ"Γ$'𝜖𝐹"$ + Γ"Γ!𝜖𝐷"𝜙! + Γ'Γ!𝜖𝐷$𝜙!

𝛿𝐺"# =
𝑖𝑓
2 ̅𝜖Γ(Γ"#$𝐷(𝜓 +

𝑖𝑓
2 ̅𝜖Γ'Γ"#$𝐷$𝜓 +

𝑒
2 ̅𝜖Γ'Γ"#$Γ![𝜓, 𝜙!]

𝐷)Φ = 𝜕)Φ− 𝑖𝑒[𝐴) , Φ]
:𝜓 = 𝜓*𝐶

Γ𝜓 = 𝜓 Γ𝜖 = −𝜖

共変微分

11次元マヨラナ条件

６次元ワイル射影

１． ℝ0,1 上のM5-ブレーンを dimension reduction

Γ = Γ+,&-./



5次元の理論

ラグランジアン

𝐿 = 𝐿! + 𝐿% =
1
2 (𝐺"#𝐹"# + 𝐹"$𝐹"$) −

1
2 𝐷"𝜙! & +

𝑖
2
:𝜓Γ"𝐷"𝜓 +

𝑖
2
:𝜓Γ'𝐷$𝜓 +

𝑒
2
:𝜓Γ'Γ! 𝜓,𝜙!

ラグランジアンは、次の超対称変換に対して不変

𝛿𝜙! = 𝑖 ̅𝜖Γ!𝜓

𝛿𝐴" = 𝑖 ̅𝜖Γ"'𝜓

𝛿𝐴$ = 𝑖 ̅𝜖Γ$'𝜓

𝛿𝜓 = −
1
4Γ"#Γ'𝜖𝐺"# +

1
4Γ"#Γ$𝜖𝐹"# − Γ"Γ$'𝜖𝐹"$ + Γ"Γ!𝜖𝐷"𝜙! + Γ'Γ!𝜖𝐷$𝜙!

𝛿𝐺"# =
𝑖
2
̅𝜖Γ(Γ"#$𝐷(𝜓 +

𝑖
2
̅𝜖Γ'Γ"#$𝐷$𝜓 +

𝑒
2
̅𝜖Γ'Γ"#$Γ![𝜓, 𝜙!]

𝛿𝐿 = 0

１． ℝ0,1 上のM5-ブレーンを dimension reduction



２． ６次元ローレンツ多様体上のM5-ブレーンをdimension reduction

𝑢!𝑣! = 𝜆
𝑢!𝑢! = 0

𝑣!𝑣! = 0

∇!𝑢" + ∇"𝑢! = 0

∇!𝑣" + ∇"𝑣! = 0

ライトライクキリングベクトル 	 𝑢!, 𝑣!  を持つ6次元多様体を⽤意する。

𝐹!" = 𝐻!"#𝑣# 𝐺!" = 𝐻!"#𝑢# 𝐾! = 𝐻!"#𝑢"𝑣#

𝜀!"*+ =
1
𝜆 𝜀

!"*+,#𝑣,𝑢#

反対称テンソル

ヤン・ミルズ場の強さと6次元テンソル場との対応

𝐹!" = ?𝐹!" + 𝐾!𝑣" − 𝐾"𝑣!

𝐺!" = ?𝐺!" − 𝐾!𝑢" + 𝐾"𝑢!𝐻!"# = @𝐻!"# +
3
𝜆
?𝐹!"𝑢# +

3
𝜆
?𝐺!"𝑢# −

6
𝜆.
𝐾!𝑢"𝑣#



Ｍ5-ブレーンを記述する6次元の理論 5次元の理論

𝑣! ⽅向の dimension reduction

𝐻!"# =
1
6
𝜀!"#*+, 𝐻*+,

⾃⼰双対性

?𝐹!" =
1
2 𝜀!"

*+ ?𝐹*+

(𝑣! ⽅向のリー 微分がすべての場について０)

∇[3𝐻!"#] = 0 ℒ5𝐹!" = ℒ6𝐺!" − ∇!𝐾" + ∇"𝐾! + 𝐻!"#ℒ6𝑢#

ビアンキ恒等式

⾃⼰双対性 反⾃⼰双対性

２． ６次元ローレンツ多様体上のM5-ブレーンをdimension reduction

?𝐺!" = −
1
2
𝜀!"*+ ?𝐺*+

@𝐻*+, =
1
𝜆.
𝜀*+,!𝐾!



Ｍ5-ブレーンを記述する6次元の理論 5次元の理論

𝑣! ⽅向の dimension reduction

𝐻!"# =
1
6
𝜀!"#*+, 𝐻*+,

⾃⼰双対性
?𝐹!" =

1
2 𝜀!"

*+ ?𝐹*+

(𝑣! ⽅向のリー 微分がすべての場について０)

∇[3𝐻!"#] = 0 ℒ5𝐹!" = ℒ6𝐺!" − ∇!𝐾" + ∇"𝐾! + 𝐻!"#ℒ6𝑢#

ビアンキ恒等式

２． ６次元ローレンツ多様体上のM5-ブレーンをdimension reduction

?𝐺!" = −
1
2
𝜀!"*+ ?𝐺*+@𝐻*+, =

1
𝜆.
𝜀*+,!𝐾!

がオフシェルでも成り⽴つと仮定する。

運動⽅程式として再現する。

𝐿! =
1
2𝜆

M𝐺)0 M𝐹)0 +
1
2𝜆𝐾

)𝐾)

ℒ1𝑢2 = 0であれば



ヤン・ミルズ場についてのラグランジアン

𝐿! =
1
2𝜆

M𝐺)0 M𝐹)0 +
1
2𝜆𝐾

)𝐾)

ボソン𝜙! とフェルミオン𝜓 についてのラグランジアン

𝐿% = −
1
2 𝐷)𝜙! & +

𝑖
2
:𝜓Γ"𝐷"𝜓 +

𝑖
2
:𝜓Γ)𝐷)𝜓 +

𝑒
2
:𝜓Γ)Γ! 𝜓,𝜙! 𝑣)

超対称変換

𝛿𝜙! = 𝑖 ̅𝜖Γ!𝜓𝛿𝐴) = 𝑖 ̅𝜖Γ)0𝜓𝑣0

𝛿𝜓 = Γ)02𝜖 −
1
4𝜆

M𝐺)0𝑣2 +
1
4𝜆

M𝐹)0𝑢2 −
1
𝜆 𝐾)𝑢0𝑣2 + Γ)Γ!𝜖𝐷)𝜙! − 4Γ!𝜂𝜙! −

𝑖𝑒
2 Γ)Γ

!3𝜖[𝜙!, 𝜙3]𝑣)

𝛿𝐺)0 = −
𝑖
2𝐷4 ̅𝜖Γ4Γ)02𝜓 𝑢2 +

𝑒
2 ̅𝜖Γ4Γ)02Γ![𝜓, 𝜙!]𝑢2𝑣4

２． ６次元ローレンツ多様体上のM5-ブレーンをdimension reduction

チャーン・サイモン項 についてのラグランジアン

𝐿56 = −
1
4𝜆 𝜀

)02476 𝜔 𝐴 )02 Ω47𝑢6 𝛿𝜔 𝐴 )02 = 𝛿𝐴)𝐹02Ω)0 = ∇)
1
𝜆
𝑢0 − ∇)

1
𝜆
𝑣0

5次元の理論



ラグランジアン
𝐿 = 𝐿! + 𝐿% + 𝐿56

超対称変換

𝛿𝐿 =
𝑖
2𝜆

̅𝜖Γ)0𝜓ℒ1𝐺)0 + 2𝑒 :𝜓Γ!3ℒ1𝜖 𝜙!, 𝜙3 + 2𝑒 :𝜓Γ!3𝜖 ℒ1𝜙!, 𝜙3 − 𝑒 :𝜓𝜖 ℒ1𝜙!, 𝜙! +
𝑖
𝜆
̅𝜖Γ)0𝜓ℒ1(𝐾)𝑢0)

２． ６次元ローレンツ多様体上のM5-ブレーンをdimension reduction

5次元の理論

であれば 𝛿𝐿 = 0ℒ1𝜖 = 0 ℒ1𝑢) = 0

ℒ8 , ℒ1 = 0

ℒ1𝜖 = 0 を課すことなく𝛿𝐿 = 0を導きたい！！

𝐿! =
1
2𝜆

M𝐺)0 M𝐹)0 +
1
2𝜆𝐾

)𝐾)

𝐿% = −
1
2
𝐷)𝜙! & +

𝑖
2
:𝜓Γ"𝐷"𝜓 +

𝑖
2
:𝜓Γ)𝐷)𝜓 +

𝑒
2
:𝜓Γ)Γ! 𝜓,𝜙! 𝑣)

𝐿56 = −
1
4𝜆 𝜀

)02476 𝜔 𝐴 )02 Ω47𝑢6



２． ６次元ローレンツ多様体上のM5-ブレーンをdimension reduction

Γ!𝜖𝑣! = 0

CΓ𝜖 = −𝜖 CΓ = CΓ7.89𝑆𝑂 5 𝑅-対称性を𝑆𝑈 2 𝑅-対称性に破るワイル射影

ℒ1𝜖 = 0 を課すことなく𝛿𝐿 = 0を導く為、ワイル射影を更に２つ追加する。

CΓ𝜓 = −𝜓

ライトライク⽅向のワイル射影

Γ𝜓 = 𝜓Γ𝜖 = −𝜖６次元ワイル射影 Γ = Γ/7.890

𝐿 =
1
2𝜆

M𝐺)0 ℱ)0 − 2𝒟) 𝑣0𝜙/ + 𝐿56 𝒜 −
1
2
𝒟)𝜙/ & −

𝑅
10
𝜙/& +

𝑖
2
:𝜓Γ)𝒟)𝜓

𝒜) = 𝐴) + 𝑣)𝜙/

ℱ)0 = 𝐹)0 + 𝒟) 𝑣0𝜙/ − 𝒟0 𝑣)𝜙/

5次元の理論

𝒟)Φ = 𝜕)Φ− 𝑖𝑒[𝒜) , Φ]



𝛿𝜙/ = −𝑖 ̅𝜖𝜓

𝛿𝒜) = 0

𝛿𝜓 =
1
4𝜆 Γ

)02𝜖 ℱ)0𝑢2 − 2𝒟) 𝑣0𝜙/ 𝑢2 −
1
𝜆 Γ

)𝜖𝐺)0𝑣0 + Γ)𝜖𝒟)𝜙/

𝛿𝐺)0 = −
𝑖
2𝒟4 ̅𝜖Γ4Γ)02𝜓 𝑢2

5次元の理論

２． ６次元ローレンツ多様体上のM5-ブレーンをdimension reduction

𝐿 =
1
2𝜆

M𝐺)0 ℱ)0 − 2𝒟) 𝑣0𝜙/ + 𝐿56 𝒜 −
1
2 𝒟)𝜙/ & −

𝑅
10𝜙

/& +
𝑖
2
:𝜓Γ)𝒟)𝜓

ラグランジアン

超対称変換 ラグランジアンのすべての項を、
場の２乗か、超対称不変な𝒜)で表している。

ℒ1𝜖 = 0 を課すことなく𝛿𝐿 = 0 が導かれた。



３．結論

ℝ,,/ 上のM5-ブレーンについて、ライトライク⽅向の dimension reduction を⾏い、
6次元テンソル場の⾃⼰双対性を運動⽅程式として内包するラグランジアンを導出した。 

𝐿! =
1
2𝐺"#𝐹"# +

1
2𝐹"$𝐹"$

ℝ,,/ での議論を、ライトライクキリングベクトルを２つもつ6次元多様体へと拡張し、
6次元テンソル場の⾃⼰双対性を運動⽅程式として内包するラグランジアンを導出した。 

𝐿! =
1
2𝜆

M𝐺)0 M𝐹)0 +
1
2𝜆𝐾

)𝐾)

その後、全ラグランジアンが超対称不変であることを確認した。 

ライトライク⽅向のワイル射影と𝑆𝑂 5 𝑅-対称性を𝑆𝑈 2 𝑅-対称性に破るワイル射影
を課した場合については、全ラグランジアンが超対称不変であることを確認した。


