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ホモトピー構造と場の理論
近年ホモトピー構造を持つ場の理論が注目されている。
この構造は時空の対称性などに起因するものではないため有効理論がホモトピー構
造を保つかどうかは自明ではない。

ホモトピー構造を持つ場の理論

ホモトピー構造を持つ/持たない場の理論

余分な自由度を積分

いくつかの理論に対してはホモトピー構造が保たれることが確認されている。
(Sen ’16, Koyama,Okawa,Suzuki ’20, Erbin,Maccaferri,Schnabl,Vošmera’20)

⇒一般に L∞ 構造を持つ場の理論から得られる有効理論は
L∞ 構造を持つことを示した。
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Lie代数� �
ベクトル空間 X の反対称な双線形写像 [·, ·] : X ×X → X が
Jacobi恒等式を満たす時 (X, [·, ·])を Lie代数と呼ぶ。

[Ta1
, Ta2

] = Cb
a1a2

Tb deg(Ta) = deg([·, ·]) = 0� �
⇓ 　� �

ベクトル空間 X の次数付き完全対称な双線形写像 b2 : SnX → Sn−1X が
冪零性を持つ時 (X, b2)を Lie代数と呼ぶ。

b2(Ta1
, Ta2

) = Cb
a1a2

Tb deg(Ta) = 1, deg(b2) = −1� �
ex) n = 3

b2 : Ta1
∧ Ta2

∧ Ta3
7→ b2(Ta1

, Ta2
) ∧ Ta3

− b2(Ta1
, Ta3

) ∧ Ta2

+ b2(Ta2
, Ta3

) ∧ Ta1

b2 が冪零性を持つことは Jacobi恒等式を満たすことに等しい。
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L∞ 代数� �
ベクトル空間 X の次数付き完全対称な多重線形写像

bk : SnX → Sn−k+1X

bk(Ta1
, . . . , Tak

) = Cb
a1...ak

Tb, deg(bk) = −1

D = b1 + b2 + . . .

D が冪零性を持つ時 (X,D)を L∞ 代数と呼ぶ。� �
D2Ta = 0 ⇐⇒ b21 = 0 ⇒ b1は冪零性を持つ微分になる。

D2(Ta ∧ Tb) = 0 ⇐⇒ b1b2 + b2b1 = 0 ⇒ b1は b2に対して Leibniz則を満たす。
b22 + b1b3 + b3b1 = 0 ⇒ Jacobi恒等式の一般化

...

3 / 12



dual picture

L∞ 代数の定義されるベクトル空間の双対空間

S(X) =

∞⊕
k=0

SkX 3 Ta1
∧ · · · ∧ Tak

m 〈za, Tb〉 = δab

S⋆(X) =

∞⊕
k=0

SkX⋆ 3 za1 . . . zak

双対な形式

b∗n : X⋆ → SnX⋆; za 7→ 1

n!
Ca

b1...bnz
b1 . . . zbn

b∗n =
1

n!
Ca

b1...bnz
b1 . . . zbn

∂

∂za
, deg(b∗k) = 1

za の冪級数で構成される S⋆(X)の冪零性を持つ微分 Q

Q := ∂⋆ + b∗2 + . . .

D2 = 0 ⇐⇒ Q2 = 0
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L∞ 構造のある場の理論

S =

∞∑
n=2

1

n!
ωab1C

a
b2...bnΦ

b1 . . .Φbn =

∞∑
n=2

1

n!
ωab1Φ

ab∗n(Φ
b1)

E.O.M. : QΦa = ∂⋆Φa + b∗2(Φ
a) + · · · = 0

Φa

ΦbΦc
Ca

bc

Φ1 = ϕ,Φ2 = Aµ,Φ
3 = ψ

C1
23 = λ, C1

11 = g

→ λϕAµψ, gϕ3

構造定数が相互作用を決める。

. . . X⋆
1

∂⋆
oo X⋆

0
∂⋆

oo X⋆
−1

∂⋆
oo · · · 3 Φa∂⋆

oo

ホモロジーを経由した S-行列の計算や古典的な等価性が議論されている。
(Arvanitakis ’19, Macrelli-Säemann-Wolf ’19)
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ex)ϕ3 理論

X⋆
0 X⋆

−1

∂⋆,b∗2oo

∈ ∈
ϕ(x) ψ(x)

S =
1

2
ϕaC

a
bϕ

b +
1

3!
ϕaC

a
bcϕ

bϕc

=

∫
d4xd4y

1

2
ϕ(x)δ4(x− y)(□+m2)ϕ(y)

+

∫
d4xd4yd4z

1

3!
ϕ(x)δ4(x− y)δ4(x− z)ϕ(y)ϕ(z)

∂⋆ψ(x) = (□+m2)ϕ(x) b∗2(ψ(x)) =

∫
d4yd4z δ4(x− y)δ4(x− z)ϕ(y)ϕ(z)

∂⋆ϕ(x) = 0 b∗2(ϕ(x)) = 0

S =
1

2
ω(ϕ, ∂⋆ψ) +

1

3!
ω(ϕ, b∗2(ψ))

QΦa = 0 ⇐⇒

{
Qψ = (□+m2)ϕ+ ϕ2 = 0

Qϕ = 0
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L∞ 構造のある場の理論

S =

∞∑
n=2

1

n!
ωab1C

a
b2...bnΦ

b1 . . .Φbn

⇒ Seff =
∞∑

n=2

1

n!
ω̄āb̄1C

ā
b̄2...b̄nΦ̄

b̄1 . . . Φ̄b̄n

1 L∞ morphismを構成する。

E⋆Q = Q̄E⋆

E⋆ : S⋆(X) → S⋆(X̄)

∈ ∈
Φa 7→ Φ̄ā

2 morphismが物理的に余分な自由度を積分していることを示す
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有効理論

ι⋆Φa = ιaāΦ̄
ā, p⋆Φ̄ā = pāaΦ

a

Φa ∈ . . . X⋆
1

ι⋆

��

∂⋆
oo X⋆

0

ι⋆

��

∂⋆
oo X⋆

−1

ι⋆

��

∂⋆
oo . . .

∂⋆
oo

Φ̄ā ∈ . . . X̄⋆
1

p⋆

TT

∂̄∗
oo X̄⋆

0

p⋆

TT

∂̄∗
oo X̄⋆

−1

p⋆

TT

∂̄∗
oo . . .

∂̄∗
oo

ホモロジーが同型
ι⋆p⋆ = idX̄⋆ , p⋆ι⋆ = idX⋆ + ∂⋆h⋆ + h⋆∂⋆

side condition

h⋆p⋆ = ι⋆h⋆ = (h⋆)2 = 0

X⋆ が直和分解できる。
X⋆ = ι⋆p⋆X⋆ ⊕ (−∂⋆h⋆X⋆)⊕ (−h⋆∂⋆X⋆)
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有効理論

X⋆ = p⋆ι⋆X⋆ ⊕ (−∂⋆h⋆X⋆) ⊕ (−h∗∂⋆X⋆)

↓ ↓ ↓

ι⋆X⋆ 0 on-shell ⊂ ι⋆X⋆

E⋆(p⋆ι⋆Φa) = ι⋆Φa

E⋆(∂⋆h⋆Φa) = 0

E⋆(Qh⋆∂⋆Φa) = 0

余分な自由度を積分することに対応
E⋆(Φa) = ι⋆(Φa) + h(Q− ∂⋆)Φa

Q̄Φ̄ā = pāa

(
Ca

b(ι
⋆Φb) +

1

2
Ca

b1b2(ι
⋆Φb1)(ι⋆Φb2) +

1

2
Ca

bc3h
b
dC

d
c1c2 + . . .

)
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有効理論

Φ̄ā∂̄Φ̄
ā = (Φp⋆)aC

a
b(ι

⋆Φ)b

Φ̄āb̄2(Φ̄
ā) = (Φp⋆)a

1

2
Ca

b1b2(ι
⋆Φ)b1(ι⋆Φ)b2

Φ̄āb̄3(Φ̄
ā) = (Φp⋆)a

1

3!

(
3Ca

bc3h
b
dC

d
c1c2

)
(ι⋆Φ)c1(ι⋆Φ)c2(ι⋆Φ)c3 + . . .

(Φp⋆)a (ι⋆Φ)b

Ca
b

(Φp⋆)a

(ι⋆Φ)b1

(ι⋆Φ)b2

Ca
b1b2

(Φp⋆)a (ι⋆Φ)c3

(ι⋆Φ)c1 (ι⋆Φ)c2

Ca
bc3

Cd
c1c2

hbd
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まとめ

� �
L∞ 構造を持つ場の理論に対して morphismを構成することで有効理論に
も L∞ 構造があることが示された
Batalin-Vilkovisky形式を経由することで多くの場の理論が L∞ 構造を持つ
ためこの結果は多くの理論に適用できる
この論文の議論を利用することでより複雑な系の有効理論を構成すること
が可能になる
閉弦の場の理論から Double Field Theory⇒arXiv:2106.08343

この論文では treeレベルでしか検証できておらず、loop補正を考慮して更
に改良する必要がある� �
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