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1 はじめに
Sang-Woo Kim, Jun Nishimura, Asato Tsuchiya

による“Expanding (3+1)-dimensional universe

from a Lorentzian matrix model for superstring

theory in (9+1)-dimensions” (arXiv:1108.1540)

のレビュー

Lorentzianの行列模型におけるSO(9, 1)から
SO(3, 1)への自発的破れが示された



2 行列模型
トレースレスなエルミート行列(サイズN)を力
学変数とする0次元または1次元の量子力学
large N極限で超弦理論を非摂動論的に定式化で
きると期待されている

この論文では IIB型に対応する行列模型である
IKKT模型が扱われた



2.1 IKKT模型

次のような分配関数をもつ:

Z =

∫ ∏
µ

dAµ
∏
α

dΨα exp (iSIKKT)

where

SIKKT = − 1

4g2
Tr([Aµ, Aν ] [A

µ, Aν ])

− 1

2g2
Tr(Ψα(CΓµ)αβ [Aµ,Ψβ ])



Ψαの積分を先に実行すると

Z =

∫ ∏
µ

dAµ exp

(
−

i

4g2
Tr([Aµ, Aν ]

[
A

µ
, A

ν]
)

)

×
∫ ∏

α

dΨα exp

(
−

i

4g2
Tr(Ψα(CΓµ

)αβ [Aµ, ψβ ])

)

=

∫ ∏
µ

dAµ exp

(
−

i

4g2
Tr([Aµ, Aν ]

[
A

µ
, A

ν]
)

)
PfM(Aµ)

実はLorentzianではPfMが実数になる
exp(i · · · )をなんとかすればrational hybrid

Monte Carlo法が使える



2.2 それまでの研究

それまでのEuclideanでの研究でも、すでに
SO(10)からのSSBが見えていた [Nishimura

(2002)]のだが、EucliceanではPfMに複素位
相があり、これがSSBの原因となっていた

LorentzianとEucledeanとではSSBのメカニズム
が異なる



2.3 Lorentzinの難しさ

計量が正定値でないので時間成分も空間成分も
大きくとるような配位がありうる

Z =

∫ ∏
µ

dAµ exp

(
−

i

4g2
Tr([Aµ, Aν ]

[
A

µ
, A

ν]
)

)
PfM(Aµ)

に赤外カットオフをいれないと積分が
well-definedにならない

Euclideanの場合にはカットオフしなくても積分
値が有限



2.4 2段階のカットオフ

これから
時間方向のカットオフ
空間方向のカットオフ
の2段階のカットオフを経て積分を定義する



2.4.1 1段階め

1

N
Tr (A0)

2
< κ

1

N
Tr (Ai)

2

ここでκをκ ≈ βN1/4となるようにとることで、
large N極限では人為的なカットオフ*1 の影響が
なくなる

*1 どんなローレンツ変換に対しても 1
N
Tr (A0)

2 が最小
になるようにゲージ固定すればこのカットオフはロー
レンツ対称性を破らない



時間方向のカットオフで積分は次のようになる

Z =

∫ ∏
i

dAi

∫
dA0Θ

(
κ

1

N
Tr (Ai)

2 −
1

N
Tr (A0)

2

)

× exp

(
−

i

4g2
Tr([Aµ, Aν ]

[
A

µ
, A

ν]
)

)
PfM(Aµ)

=

∫ ∏
i

dAi

∫
dA0Θ

(
κ

1

N
Tr (Ai)

2 −
1

N
Tr (A0)

2

)

×
∫ ∞

0

drδ

(
1

N
Tr (Ai)

2 − r

)
× exp

(
−

i

4g2
Tr([Aµ, Aν ]

[
A

µ
, A

ν]
)

)
PfM(Aµ)



次にAµ →
√
rAµとリスケールする

Z =

∫ ∞

0

dr

∫ ∏
1≤i≤9

dAi

(√
r
N2−1

)9 ∫
dA0

√
r
N2−1

×Θ

(
κ
r

N
Tr (Ai)

2 −
r

N
Tr (A0)

2

)
×
∫ ∞

0

drδ

(
r

N
Tr (Ai)

2 − r

)

× exp

(
−
ir2

4g2
Tr([Aµ, Aν ]

[
A

µ
, A

ν]
)

)
PfM(Aµ)



rをまとめるとZは∫ ∏
i

dAi

∫
dA0PfM(Aµ)

×
∫ ∞

0

dr exp

(
−
ir2

4g2
Tr([Aµ, Aν ]

[
A

µ
, A

ν]
)

)
r

10
2

(
N2−1

)
−1

×δ
(

1

N
Tr (Ai)

2 − 1

)
Θ

(
κ

1

N
Tr (Ai)

2 −
1

N
Tr (A0)

2

)

となる (さらにΘ(· · · ) はΘ

(
κ−

1

N
Tr (A0)

2

)
)

rの積分を実行するにあたり空間方向のカットオ
フをいれる



2.4.2 2段階め

1

N
Tr (Ai)

2
< L2

すなわちr < L2

ここでLを、1段階めのカットオフパラメータ
κ ≈ βN1/4 におけるβと一緒に無限大に飛ばせ
ば、large N極限では人為的なカットオフの影響
がなくなる



空間方向のカットオフでZは次のようになる
∫ ∏

i

dAi

∫
dA0PfM(Aµ)

×
∫ L2

0

dr exp

(
−
ir2

4g2
Tr([Aµ, Aν ]

[
A

µ
, A

ν]
)

)
r

10
2

(
N2−1

)
−1

×δ
(

1

N
Tr (Ai)

2 − 1

)
Θ

(
κ−

1

N
Tr (A0)

2

)

赤字の部分は−
1

4g2
Tr([Aµ, Aν ]

[
A

µ
, A

ν]
) の関数に

なっている



実は、この積分を実行*2 すると、引数がゼロの
ときに鋭いピークを持つ実関数fになる

Z =

∫ ∏
i

dAi

∫
dA0PfM(Aµ)

×f
(
−

1

4g2
Tr([Aµ, Aν ]

[
A

µ
, A

ν]
)

)
×δ
(

1

N
Tr (Ai)

2 − 1

)
Θ

(
κ−

1

N
Tr (A0)

2

)

*2 積分を実行する際にはexp (· · · )の引数に収束因子
1− |ϵ|を乗じて計算し、後からϵ → 0にする



以上で、Lorentzianの IKKT模型における、複素
位相のある分配関数をratonal hybrid Monte

Carlo法で計算できるようになった*3

*3 カラクリは2段階のカットオフを入れて、空間方向の
大きさrで先に積分を実行してしまうところにある



2.5 時間発展の見方

以上のような方法で作ったウェイトで配位を生成
しても、IKKT模型の場合、ただちに時間発展が
分かるわけではない

SIKKT = − 1

4g2
Tr([Aµ, Aν ] [A

µ, Aν ])

− 1

4g2
Tr(Ψα(CΓµ)αβ [Aµ, ψβ ])

時間発展をパラメトライズする“時刻”を得るに
はA0を対角化すればよい



U†A0U







U†AiU







時空間が非可換なのでAµたちを同時対角化でき
ない

このAiの帯に沿って左上から部分正方行列Ãi(t)
を切り出していけば、各空間方向の行列の時間発
展が分かる



3 結果
あらかじめ決めておいた空間の各方向
i(∈ {1, . . . , 9})のいずれかが膨張する3次元に対
応するとは限らない(空間回転の任意性がある)

のでTr
(
Ãi(t)Ãj(t)

)
の固有値分布をみる

その固有値分布は各空間方向に沿って次のように
なっていた
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FIG. 1: The extent of space R(t)2 with N = 16 and n = 4
is plotted as a function of t for five values of κ. The peak at
t = 0 starts to grow at some critical κ.

we only show the results for t < 0. There is a critical κ,
beyond which the peak at t = 0 starts to grow.

Next we study the spontaneous breaking of the SO(9)
symmetry. As an order parameter, we define the 9 × 9
(positive definite) real symmetric tensor

Tij(t) =
1

n
tr
{

Āi(t)Āj(t)
}

, (8)

which is an analog of the moment of inertia tensor. The
nine eigenvalues of Tij(t) are plotted against t in Fig. 2
for κ = 4.0. We find that three largest eigenvalues of
Tij(t) start to grow at the critical time tc, which suggests
that the SO(9) symmetry is spontaneously broken down
to SO(3) after tc. Note that R(t)2 is given by the sum of
nine eigenvalues of Tij(t).

Mechanism of the SSB.— The SSB of SO(9) looks
mysterious at first sight, but we can actually understand
the mechanism quite intuitively. Let us consider the case
in which κ is large. Then the first term of (2) becomes a
large negative value, and therefore the second term has
to become large in order to make (2) close to zero as
required in (7). Because of the constraint 1

N tr (Ai)
2 = 1,

however, it is more efficient to maximize the second term
of (2) at some fixed time. The system actually chooses
the middle point t = 0, where the suppression on Ai from
the first term of (2) becomes the least. This explains why
the peak of R(t) at t = 0 grows as we increase κ.

Let us then consider a simplified question: what is the
configuration of Ai which gives the maximum 1

N tr (Fij)
2

with fixed 1
N tr (Ai)

2 = 1. Using the Lagrange multiplier
λ, we maximize the function G = tr (Fij)

2 − λ tr (Ai)
2.

Taking the derivative with respect to Ai, we obtain
2 [Aj , [Aj , Ai]]− λAi = 0. This equation can be solved if
Ai = χLi for i ≤ d, and Ai = 0 for d < i ≤ 9, where Li

are the representation matrices of a compact semi-simple
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FIG. 2: The nine eigenvalues of Tij(t) with N = 16 and
n = 4 are plotted as a function of t for κ = 4.0. After the
critical time tc, three eigenvalues become larger, suggesting
that the SO(9) symmetry is spontaneously broken down to
SO(3).

Lie algebra with d generators. Clearly d should be less
than or equal to 9. It turns out that the maximum of
1
N tr (Fij)

2 is achieved for the SU(2) algebra, which has
d = 3, with Li being the direct sum of the spin- 12 repre-
sentation and (N−2) copies of the trivial representation.
This implies the SSB of SO(9) down to SO(3). The SSB
can thus be understood as a classical effect in the κ → ∞
limit. When we tune κ with increasing N as described
below, quantum effects become important. We have con-
firmed [23] that the n × n matrix Q =

∑9
i=1 Āi(t)

2 has
quite a continuous eigenvalue distribution, which implies
that the space is not like a two-dimensional sphere as one
might suspect from the classical picture.

Removing the cutoffs.— It turned out that one can
remove the infrared cutoffs κ and L in the large-N limit
in such a way that R(t) scales. This can be done in two
steps. (i) First we send κ to ∞ with N as κ = β Np

(p ≃ 1
4 ) [23]. The scaling curve of R(t) one obtains in

this way depends on β. (ii) Next we send β to ∞ with
L. The two limits correspond to the continuum limit
and the infinite volume limit, respectively, in quantum
field theory. Thus the two constraints (4), (6) can be
removed in the large-N limit, and the resulting theory
has no parameter other than one scale parameter.

Let us discuss the second limit (ii) in more detail.
We find that the inequality (6) is actually saturated for
the dominant configurations. Therefore, one only has to
make the rescaling Aµ 7→ LAµ in order to translate the
configurations in the model (7) as those in the original
partition function. It turns out that R(t) for the rescaled
configurations scales in β by tuning L and shifting t ap-
propriately. In order to see this, it is convenient to choose
L so that R(t) at the critical time t = tc becomes unity,

9つのうち3つだけが膨張している



4 残された問題
行列のヒルベルトシュミットノルムから空間の拡
がりを捉えたため、行列要素の分布の情報が失わ
れている

実際には、膨張している空間方向の行列は

1⊕ ρσi (i = 1, 2, 3)

の形状をしており、このρ(t)が大きくなっている
に過ぎない



そのような配位が3次元空間の創発を表している
と、本当に言えるだろうか？

→別な方法で配位を生成したい


