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π中間子の形状因子と荷電半径
本論文では π中間子の形状因子と荷電半径の計算方法について議論されている。
〇 (電磁気的)形状因子
粒子の電磁気的な形状 (空間的広がり)を表す物理量。

⟨π(p)|Jµ(x = 0)|π(0)⟩ = pµF (p
2)

p：運動量、Jµ：電磁ベクトルカレント (Jµ =
∑

f Qf ψ̄fγµψf )
〇荷電半径
粒子内の電荷分布の大きさを表す量。

F (p2) = 1−
⟨
r2π
⟩

6
p2 + · · ·

抽象化して表現すると、形状因子 F (p2)を p2でテイラー展開したとき

F (p2) =

∞∑
n=0

fnp
2n

係数 f1を求めることは、荷電半径の 2乗平均を求めることと同値。
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格子QCDによる形状因子の計算法

従来、格子QCDによる形状因子 f1の計算方法には以下がある

• フィット関数 (モデル)を導入
(+ねじれた境界条件を考慮, arXiv:0804.3971v1)

• クォークプロパゲータの運動量微分による計算
(Physics Letters B 718 (2012) 589-596)

近年、形状因子を計算する新たな方法が提案された (Phys. Rev. D 101, 051502(R))

• シンプル：ねじれた境界条件や形状因子の運動量依存性のモデル化など複雑なテクニッ
クが必要ない。

• 柔軟性：様々な物理過程に応用できる。
• 精度：従来の方法によるものよりも約 1.5 ∼ 1.9倍小さくなった。

※詳細は石塚さんの文献紹介 (2019/12/13)
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本論文で言いたいこと

ハドロン関数H(L)(x⃗, t)を適切な重み ω(x⃗, t)で足し合わせると興味のある物理量Oを計算
できる。

O =
∑
x⃗

ω(x⃗, t)H(L)(x⃗, t) (for large t)

ω(x⃗, t)：weight 関数、H(L)(x⃗, t)：ハドロン関数、O：興味のある物理量

—ポイント—

1 x2nのモーメントと n階微分の対応

2 形状因子のテイラー展開

3 その他 (誤差を低減するテクニック)
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本論文で行なっていること

1次元のモデルに簡略化すると...

C(n)(t) =
∑
x

x2nH(t, x) =
∑
x

x2n
1

L

∑
p

H̃(t, p)eipx

=
∑
p

∆(t, p)Tn(p)F (p)

(
H̃(t, p) := ∆(t, p)F (p), Tn(p) :=

1

L

∑
x

x2neipx

)

=

Nm∑
m=0

fmβm,n(t)

(
F (p) :=

Nm∑
m=0

fmp
2m, βm,n(t) :=

∑
p

∆(t, p)Tn(p)p
2m

)

を考える。
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本論文で行なっていること
このときR(t)をパラメータ α1, α2, α3を用いて

R(t) := α1C
(1)(t) + α2C

(2)(t) + α3C
(3)(t)

= (α1β1,0 + α2β2,0 + α3β3,0)f0 + (α1β1,1 + α2β2,1 + α3β3,1)f1

+(α1β1,2 + α2β2,2 + α3β3,2)f2 + · · ·

と定義する。このときパラメータ α1, α2, α3は

α1β1,0 + α2β2,0 + α3β3,0 = 0 α1β1,1 + α2β2,1 + α3β3,1 = 1 α1β1,2 + α2β2,2 + α3β3,2 = 0

を満たすように選択される。以上よりR(t)は

R(t) = f1 +
∑
m=3

(
3∑

k=1

αkβk,m(t)

)
fm

→ fm (m ≥ 3)の寄与が小さいと考えると、R(t)の定数の振る舞いから f1を計算可能
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我々が行なっていること

我々は...

C(n)(t) =
∑
x

x2nH(t, x)

=

Nm∑
m=0

fmβm,n(t)

(
F (p) :=

Nm∑
m=0

fmp
2m, βm,n(t) :=

∑
p

∆(t, p)Tn(p)p
2m

)

→H(t, x)を入力とし、βm,n(t)で fitすることにより出力 fmを得られる。
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我々が行なっていること
π中間子の形状因子を想定し、形状因子として pole形式を採用。

F (p) :=
1

1 +Ap2
(A ∈ R>0)

また、∆(t, p)として

∆(t, p) :=
e−Et + e−E(T−t)

2E

(
E =

√
M2 + p2

)
を考え、疑似データ群 {C(n)(t)}を

C(n)(t) =
∑
p

∆(t, p)Tn(p)F (p)

で作成し、

L× T = 32× 48; M = 0.5; Nm = 3; fit range t = 6 ∼ 24; error = 0.01%

の下で、解析法の限界を調べた。
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F (p) =
1

1 + 0.1p2
の結果

A = 0.1; n = 4

Figure: fitのプロット

C(4)(t) =
3∑

m=0

fmβm,n(t)

Table: 計算結果
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f1の pole(A)依存性
n = 4; F (p) =

1

1 +Ap2

Figure: A < 1での f1 の振る舞い Figure: A > 1での f1 の振る舞い
Kohei Satoh October 15, 2021 Journal Club 10 / 24



pole(A)の依存性

Aが大きくなると fitの振る舞いが悪くなる。

F (p) =
1

1 +Ap2
=

∞∑
m=0

(−A)mp2m ∴ fm = (−A)m

→ |fm|はA > 1ならば単調増加列。
→ fitを行なうとき、fit parameterは有限個。
→発散する無限個の parameterを無視する (0と考える)ことに問題がある可能性

どうにかして、大きなAでも正しく fitできるようにしたい。
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fitの改良

C(n)(t) =
∑
p

∆(t, p)Tn(p)F (p)

=
∑
p

∆(t, p)Tn(p)S(p)
1

G(p)

(
S(p) := F (p)G(p), G(p) := 1 + g1p

2 + g2p
4
)

=

Nm∑
m=0

smβ̃m,n(t)

(
S(p) :=

Nm∑
m=0

smp
2m, β̃m,n(t) :=

∑
p

∆(t, p)Tn(p)p
2m/G(p)

)
このとき

s0 = f0 s1 = f1 + f0g1 s2 = f2 + f1g1 + f0g2 · · ·
(
F (p) =

1

1 +Ap2
, fm = (−A)m

)
が成り立つ。また、g1, g2は s2 = 0となるような値を選ぶ。
何故...→ sm = (−A)sm−1 (m ≥ 3)が成り立つので s2 = 0ならば sm = 0(m ≥ 3)
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G(p) = 1の結果
A = 10; n = 1, 4; g1 = g2 = 0 (f1 = −10, f2 = 100, , fm = (−10)m)

Figure: fitのプロット

C(n)(t) =

3∑
m=0

smβ̃m,n(t) =

3∑
m=0

fmβm,n(t)

s0 = f0

s1 = f1

s2 = f2

Table: 計算結果
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G(p) = 1 + 9p2 − 10p4の結果
A = 10; n = 1, 4; g1 = 9; g2 = −10 (f1 = −10, f2 = 100, , fm = (−10)m)

Figure: fitのプロット

C(n)(t) =

3∑
m=0

smβ̃m,n(t)

s0 = f0

s1 = f1 + 9s0

s2 = f2 + 9(s1 − 9s0)− 10s0

Table: 計算結果
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まとめと課題

—まとめ—
pole形式の形状因子において、Aが大きな場合、この新手法がうまく働かないことを見つけ
た。またこの問題に対し、新たな関数G(p)を適切に導入することにより、fitが改善される
ことを確認した。

今後の課題として以下があげられる。
—課題—

• 解析手法におけるA依存性以外の限界の模索

• g1, g2をどのようにして効率よく決めるか (アルゴリズムの開発)

• pole形式以外の場合の計算方法

• 実際の LatticeQCDに適応する

• Kl3崩壊の形状因子に適応する
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Backup

以下、補足資料
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smについて

F (x) =
1

1 + ax
=
∑
m

fmx
m, G(x) = 1 + g1x+ g2x

2, S(x) = F (x)G(x) =
∑
m

smx
m

このときm ≥ 2に対し

sm =
1

m!

dmS

dxm

∣∣∣
x=0

=
1

m!

{
m∑
k=0

m!

k!(m− k)!
F (m−k)G(k)

}∣∣∣∣∣
x=0

=
1

m!

m∑
k=0

m!

k!(m− k)!
(m− k)!(−A)m−kG(k) (∵ F (m) = m!(−A)m)

=

m∑
k=0

(−A)m−k

k!
G(k) = (−A)m + (−A)m−1g1 + (−A)m−2g2

よってm ≥ 3に対し

sm = (−A)×
{
(−A)m−1 + (−A)m−2g1 + (−A)m−3g2

}
= (−A)sm−1
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連続空間での考察
Euclideanなハドロン関数 (パイオンプロパゲータ)を以下の様に定める。

H(x) =
⟨
0
∣∣∣A4(x)J4(0)

∣∣∣π(⃗0)⟩ (A4 = ūγ4γ5d)

.
=

∫
d3p

(2π)3
fπ
2
(E +mπ)Fπ(q

2)e−Et+ip⃗·x⃗ =: Hπ(x) (for large t)

式変形の際に以下の式を用いた。

PCAC関係式： ⟨0|A4(0)|π(p⃗)⟩ = Efπ (E =
√
m2

π + p⃗2)

形状因子：
⟨
π(p⃗)

∣∣∣J4(0)∣∣∣π(⃗0)⟩ = (E +mπ)Fπ(q
2) (q2 = (E −mπ)

2 − p⃗2)

プロパゲータの空間成分についてフーリエ変換すると

H̃(t, p⃗)
.
= H̃π(t, p⃗) :=

∫
d3xHπ(x)e

−ip⃗·x⃗

=
fπ
2
(E +mπ)Fπ(q

2)e−Et (for large t)

Kohei Satoh October 15, 2021 Journal Club 18 / 24



連続空間での考察

ここで以下の量を考える。

R(t) :=
m2

π

H̃(t, 0⃗)

∂H̃(t, p⃗)

∂|p⃗|2

∣∣∣∣∣
|p⃗|2=0

=
D(t)

H̃(t, 0⃗)

D(t) := m2
π

∂H̃(t, p⃗)

∂|p⃗|2

∣∣∣∣∣
|p⃗|2=0


ここで H̃(t, p⃗)(一般形)の微分は次の様になる。

D(t) = m2
π

∂H̃(t, p⃗)

∂|p⃗|2

∣∣∣∣∣
|p⃗|2=0

= m2
π

d

d|p⃗|2

∣∣∣∣∣
|p⃗|2=0

∫
d3xH(x)e−ip⃗·x⃗ = −m

2
π

3!

∫
d3x|x⃗|2H(x)

プロパゲータの |p⃗|2 = 0での (n階)微分D(t)を計算する
⇔プロパゲータの (2n次の)モーメントを計算する
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連続空間での考察
一方 H̃π(t, 0⃗)(基底状態)に対しR(t)を計算すると

m2
π

H̃π(t, 0⃗)

∂H̃π(t, p⃗)

∂|p⃗|2

∣∣∣∣∣
|p⃗|2=0

=
1

4
− mπt

2
− c1

プロパゲータの |p⃗|2 = 0での (n階)微分D(t)を計算する
⇔形状因子の係数 (cn)を計算する（関係する)

以上より

R(t) =
D(t)

H̃(t, 0⃗)
= − m2

π

3!H̃(t, 0⃗)

∫
d3x|x⃗|2H(x)

.
=

1

4
− mπt

2
− c1 (for large t)

プロパゲータの (2n次の)モーメントを計算する
⇔形状因子の係数 (cn)を計算する（関係する)

→左辺：格子QCD計算の入力 右辺：求めたい量の出力
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格子空間での考察
連続空間の話を格子空間でも考える。

H(x) → H(L)(x)
.
=

1

L3

∑
p⃗∈Γ

Êfπ(Ê + m̂)Fπ(q̂
2)

1

2Ẽ
e−Et+ip⃗·x⃗

D(t) → D(L)(t) := −m
2
π

3!

∑
x⃗∈L3

|x⃗|2H(L)(x)

H̃(t, p⃗) → H̃(L)(t, p⃗) :=
∑
x⃗∈L3

H(L)(x) cos(p⃗ · x⃗)

R(t) → R(L)(t) :=
D(L)(t)

H̃(L)(t, 0⃗)

ここで格子修正した関係式を用いた。

⟨0|A4(0)|π(p⃗)⟩ = Êfπ;
⟨
π(p⃗)

∣∣∣J4(0)∣∣∣π(⃗0)⟩ = (Ê + m̂)Fπ(q̂
2);

1

p̂20 − Ê2

∣∣∣∣∣
p0→E

=
1

2Ẽ

1

p0 − E
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格子空間での考察
よって格子空間でR(t)を構成すると

R(L)(t) :=
D(L)(t)

H̃(L)(t, 0⃗)

.
=

∞∑
n=0

β(L)n (t)cn

ここで

β(L)n (t) = −m
2
π

3!

∑
x⃗∈L3

|x⃗|2In(x), In(x) =
1

L3

∑
p⃗∈Γ

Ê

Ẽ

m̃

m̂

Ê + m̂

2m̂

(
q̂2

m2
π

)n

e−(E−mπ)t cos(p⃗ · x⃗)

つまり

R(L)(t) = β
(L)
0 + β

(L)
1 (t)c1 + (cn, n ≥ 2 error)

c1 =
(
R(L)(t)− β

(L)
0

)
/β

(L)
1 (t) + (error)

→R(L)(t)：格子QCD計算 β
(L)
0 , β

(L)
1 (t)：既知の値
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誤差の低減

〇有限体積効果を抑える方法

有限体積効果を減らすために、0 ≤ ξ ≤
√
3

2
の積分範囲 ξLを導入し（0 ≤ ξ ≤ 1

2
の場合、範

囲は球形になる）

D
(L,ξ)
k (t) := (−1)k

m2k
π

(2k + 1)!

∑
|x⃗|≤ξL

|x⃗|2kH(L)(x)

を定義する。これは

D
(L,ξ)
k (t)

H̃(L)(t, 0⃗)

.
=

∞∑
n=0

β
(L,ξ)
k,n (t)cn β

(L,ξ)
k,n (t) = (−1)k

m2k
π

(2k + 1)!

∑
|x⃗|≤ξL

|x⃗|2kIn(x)

を通して cnと関係する.
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誤差の低減
〇 c2による系統誤差 (コンタミ)を抑える方法
D

(L,ξ)
1 (t)とD

(L,ξ)
2 (t)の両方を使って、比率R(L,ξ)(t)を構築する。

R(L,ξ)(t) :=
f1D

(L,ξ)
1 (t) + f2D

(L,ξ)
2 (t)

H̃(L)(t, 0⃗)
+ h

.
= (f1β

(L,ξ)
1,0 + f2β

(L,ξ)
2,0 + h) + (f1β

(L,ξ)
1,1 + f2β

(L,ξ)
2,1 )c1 + (f1β

(L,ξ)
1,2 + f2β

(L,ξ)
2,2 )c2 + · · ·

ここでパラメータ f1, f2, hは、c0項と c2項を除去するように選択される。

f1β
(L,ξ)
1,0 + f2β

(L,ξ)
2,0 + h = 0 f1β

(L,ξ)
1,1 + f2β

(L,ξ)
2,1 = 1 f1β

(L,ξ)
1,2 + f2β

(L,ξ)
2,2 = 0

これらの条件の下でR(L,ξ)(t)は

R(L,ξ)(t)
.
= c1 +

∑
n=3

∑
k=1,2

fkβ
(L,ξ)
k,n (t)

cn (for large t)
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