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エンタングルメント・エントロピー
▶ 量子力学におけるエンタングルメント・エントロピー

⇒Hilbert空間をH = HA ⊗HB と直積分解した上で定義

エンタングルメント・エントロピー
H上の密度行列 ρをHA に制限した縮約密度行列 (以下 RDM) ρA ≡ TrB

[
ρ
]
を

用いて、エンタングルメント・エントロピー (以下 EE)を定義：

SA = −TrA
[
ρA log ρA

]
(1)

⇒部分系 Aの観測者に関する情報量の定式化

情報量の指標
▶ 情報理論：Shannonエントロピー S = −

∑
α pα log pα (pα：確率分布)

▶ 量子情報理論：von Neumannエントロピー S = −Tr
[
ρ log ρ

]
(ρ：密度行列)
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積状態とエンタングル状態 / 純粋状態と混合状態

例）2体の電子スピン系、H = HA ⊗HB 上の純粋状態 ρ = |Ψ⟩⟨Ψ|
▶ |Ψ⟩ = |↓⟩A ⊗ |↑⟩B：積状態の時

ρA = |↓⟩AA⟨↓ | : 純粋状態, SA = 0 (2)

積状態の場合、RDMは純粋状態であり、EEは 0
　

▶ |Ψ⟩ = (|↓⟩A ⊗ |↑⟩B + |↑⟩A ⊗ |↓⟩B)/
√
2：エンタングル状態の時

ρA =
1

2
|↓⟩AA⟨↓ |+

1

2
|↑⟩AA⟨↑ | : 混合状態, SA = log 2 (3)

エンタングル状態の場合、RDMは混合状態で、EEは non-zero
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場の理論とエンタングルメント・エントロピー
▶ 場の理論の EE：通常、時刻一定面の空間を分割して計算

例）d+ 1次元自由スカラー場理論 ϕ(x)(d ̸= 1)、ρtot = |Ψ⟩⟨Ψ| (|Ψ⟩は真空)
⇒Hilbert空間はH =

⊗
x Px (Px = span{|ϕ⟩x : ϕ ∈ R})

A B
x1

x2 ∼ xd

O

Figure: 領域の分割

Hilbert空間Hは以下のように直積分解される

H =

(⊗
x∈A

Px

)
⊗

(⊗
x∈B

Px

)
≡ HA ⊗HB (4)

部分領域 Aの EE (紫外カットオフ ϵ)：

SA =
1

6(d− 1)(4π)(d−1)/2

Vd−1

ϵd−1
+O(ϵ−(d−3)) (5)

　
(Vd−1：d− 1次元体積、すなわち境界である d− 1次元平面 x1 = 0の面積)
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ベース空間とターゲット空間
d+ 1次元の自由スカラー場 ϕ(x)
　
▶ ベース空間 (base space)：x ∈ Rd+1 の空間
▶ ターゲット空間 (target space)：各 xでの場 ϕ(x) ∈ Rの空間
　
物理的な空間はベース空間⇒時刻一定面のベース空間を分割して EEを定義

1 Introduction

Previous studies of entanglement in field theory mostly address entanglement with respect to partitions
of the base space [1, 2]. Recall that in quantum field theory we speak of both the base space and the
target space. For instance, in standard d+1 scalar field theory, the field �(~x) take values in the target
space R. The base space Rd parametrizes instead which degree of freedom we are speaking of: it labels
the ~x 2 Rd of �(~x). Colloquially, we refer to the base space as the space the field “lives on.” To
calculate the entanglement entropy of a spatial partition, we partition the base space Rd; see Figure 1.

Meanwhile, in promising theories of quantum gravity, a “spatial” partition may not be associ-
ated with a partition of the base space, but rather a partition of the target space. For example, in
first-quantized string theory, a spacetime subregion corresponds to a restriction of the embedding co-
ordinates of the string. It is thus a partition of the target space, not a partition of the base worldsheet.

Figure 1: Distinction between partitions of the base space (left) versus target space (right). We illustrate the

case of 2+1d scalar field theory for concreteness. At every point of the base space (⇠= R2
) labeled by ~x, the local

degree of freedom takes values in the target space (⇠= R) with coordinate �. Previous studies of entanglement

entropy have focused on subregions of the base space where the values of ~x are restricted. Instead, we consider

restrictions on the values of the field �.

Likewise, Matrix theory is a 0+1 dimensional theory that describes, in a particular frame, quantum
gravity in an 11-dimensional spacetime [3]. In this case, the “base space” is nothing more than a point.
Clearly, it is senseless to partition it. Instead, subregions of the physical spacetime correspond to a
subspace of the moduli space of D0 branes [4, 5].

Motivated by these examples, the main goal of this paper is to define reduced density matrices
and entanglement entropies of states with respect to subregions in target space. The first challenge is

3
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弦理論とエンタングルメント・エントロピー

弦理論：通常、弦の第一量子化で定式化 (第二量子化がよくわかってない)
　
例）ボソン弦の第一量子化の作用

SWS =
1

4πα′

∫
d2σ

√
−ggµν∂µXa(σ)∂νX

b(σ)Gab(X) (6)

▶ ベース空間：弦の世界面
▶ ターゲット空間：各 Xa(σ)の値で張られる空間 (a = 0, · · · , 25)
⇒第一量子化での物理的な空間はターゲット空間

ターゲット空間の分割による EEを計算する方法が必要
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問題点

▶ 問題点：第一量子化の EEをどう定義するのか？

　
例）点粒子の第一量子化の Hilbert空間H = span{|x⟩ : x ∈ R}を 0 + 1次元の
場の理論のターゲット空間と見なす。

xx0 ĀA ターゲット空間を左図のように分割

H = VA ⊕ VĀ (7)

VA = span{|x⟩ : x ∈ A}) (8)

VĀ = span{|x⟩ : x ∈ Ā}) (9)

ターゲット空間の分割は Hilbert空間の直和分解⇒ H = HA ⊗HĀ ではない！
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発表の概要

主題：第一量子化での EEを定式化したい
⇒ von Neumann代数を用いて定式化できそう？

　
▶ 非相対論的場の理論と代数的 EE
第一量子化でターゲット空間を分割した EE
第二量子化でベース空間を分割した EE

}
完全に一致

　
▶ 相対論的場の理論と代数的 EE
第一量子化でのターゲット空間の EE：SEE = H(pA, 1− pA)
第二量子化でのベース空間の EE：SEE ≈ S0 +H(pA, 1− pA)

⇒第一量子化は、第二量子化の EEの一部しか計算できない
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von Neumann代数と EE

xx0 ĀA

　
領域 Aの観測可能量A ⊂ L(H) (L(H)：Hの線形演算子)
⇒和・積・スカラー倍・Hermite共役で閉じてる
⇒ von Neumann代数 (以下 vN代数)を満たす
　

▶ H =
⊕

α Hα と直和分解すると、Hと Aについて以下の分解が存在

H =
⊕
α

(
HA,α ⊗HĀ,α

)
(10)

A =
⊕
α

(
L(HA,α)⊗

IĀ,α

dim(HĀ,α)

)
(11)

▶ Hilbert空間H上の状態 ρ ∈ L(H)を考えると、∀OA ∈ Aについて
∃ρA ∈ A s.t. Tr[ρOA] = Tr[ρAOA]
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von Neumann代数と EE

▶ Hα への射影 Πα を用いてHα 上の状態 ραα = ΠαρΠα を導入し、確率分布
pα を用いて pαρA,α ≡ TrĀ,α[ραα]と定義すると、(11)式より ρA ∈ Aは以下

ρA =
⊕
α

(
pαρA,α ⊗

IĀ,α

dim(HĀ,α)

)
(12)

▶ EEは ρ̃A =
⊕

α pαρA,α を用いて以下で定義

S(ρ̃A) ≡ −TrA
[
ρ̃A log ρ̃A

]
= −

∑
α

TrA,α

[
pαρA,α log(pαρA,α)

]
= −

∑
α

pα log pα

Shannon(classical)

+
∑
α

pαS(ρA,α)

von Neumann(quantum)
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第一量子化と von Neumann代数
▶ 1粒子ボソンの第一量子化の Hilbert空間分割を、vN代数から以下で再現

H =
⊕
α

(
HA,α ⊗HĀ,α

)
(α = 0, 1：領域 Aの粒子数)

= (HA0 ⊗HĀ0
)⊕ (HA1 ⊗HĀ1

)

= (C⊗ VĀ)⊕ (VA ⊗ C) = VA ⊕ VĀ (13)

　
▶ vN代数の EEはターゲット空間の分割による EE
ρ = |ψ⟩⟨ψ|に対する部分領域 Aの EEは、|ψ⟩ = |ψA⟩+ |ψĀ⟩として、

p0ρA0 = |ψĀ⟩⟨ψĀ|, p1ρA1 = |ψA⟩⟨ψA| (14)

より、どちらも純粋状態から確率分布の寄与しか残らず、EEは

S(ρ̃A) = −p0 log p0 − p1 log p1 (15)
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第一量子化とターゲット空間の EE
N 粒子ボソンの第一量子化の Hilbert空間HN は、1粒子ボソンのHを用いて

HN ≡ Sym(H⊗N) ≡ H⊗N

SN

(SN : Symmmetric group) (16)

直和分解H = VA ⊕ VĀ に対して、N 粒子 Hilbert空間は

HN ≡ H⊗N

SN

=
(VA ⊕ VĀ)

⊗N

SN

=
N⊕

α=0

(
V⊗α
A

Sα

⊗
V⊗N−α
Ā

SN−α

)
(V0

A = V0
Ā = C) (17)

第一量子化の EEは、

S(ρ̃A) = −
N∑

α=0

TrA,α[pαρA,α log(pαρA,α)] (18)
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第二量子化との比較
第二量子化の描像：HN ≡ Sym(H⊗N)は Fock空間HF の部分空間
▶ Fock空間：点 xでの粒子数 nx状態 |nx⟩xに対して、各々生成・消滅演算子
â
(†)
x を定義して

|f⟩ ≡ 1√∏
x nx!

[⊗
x

(â†x)
nx |0⟩x

]
(19)

で表わせる状態 |f⟩の集合を基底として張られる空間
▶ 今の場合、nx1 + nx2 + · · · = N という条件での Hilbert空間を Sym(H⊗N)
として

HF =
∞⊕

N=0

Sym(H⊗N) (20)

=
⊗
x

Hx, Hx = span{|0⟩x, |1⟩x, · · · } (21)
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第二量子化との比較
▶ Fock空間を (21)式で表現すれば、EEは定義から計算可能：

HF =

(⊗
x∈A

Hx

)
⊗

(⊗
x∈Ā

Hx

)
≡ HA ⊗HĀ (22)

▶ 第一量子化との比較には、HA ≡
⊕∞

N=0 Sym(V⊗N
A )から

HF =
∞⊕

N,M=0

(
Sym(V⊗N

A )⊗ Sym(V⊗M
Ā

)
)

(粒子数∞) (23)

⊃
N⊕

α=0

(
Sym(V⊗α

A )⊗ Sym(V⊗N−α
Ā

)
)
= HN (N 粒子固定) (24)

HN 上の状態 ρはHF 上の状態 ρ
(N)
F と見なせる

⇒ vN代数は、全体の EEから N 粒子に固定した EEを取り出す
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相対論的場の理論と 2つの局所性

▶ “Fock-based”な分解：第一量子化的な描像
点 xを占有する粒子数 nx(= 0, 1, · · · )

HF =
⊗
x

Hx Hx = span{|0⟩x, |1⟩x, · · · } (25)

▶ “field-based”な分解：第二量子化的な描像（通常はこちら）
点 xに住む場 ϕ(x)の自由度

HQFT =
⊗
x

Px Px = span{|ϕ⟩x : ϕ ∈ R} (26)

“Fock-based”な場合の真空 ⊗x|0⟩x はエンタングルなし
⇒“field-based”な描像での計算結果 (紫外発散・面積則)と矛盾
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“Fock-based”な場合：第一量子化的描像
▶ “Fock-based”な描像での 1粒子状態：

|ψ⟩ =
∫
ddxψ(x)â†x|0⟩ =

∫
ddxψ(x)|x⟩ (27)

領域の分割はターゲット空間 Rd の分割：H = VA ⊕ VĀ

A Ā
x1

x2 ∼ xd

O

ρ = |ψ⟩⟨ψ|に対する、部分領域 Aの EEは

pAρA = |ψA⟩⟨ψA|, (1− pA)ρĀ = |ψĀ⟩⟨ψĀ|

より、vN代数の EEを用いて

S(ρ̃A) = −pA log pA − (1− pA) log (1− pA)

= H(pA, 1− pA) : Shannon (28)
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“field-based”な場合：第二量子化的描像
▶ “field-based”な描像での 1粒子状態

|ψ⟩ =
∫
ddxf(x)ϕ̂(x)|Ω⟩ (29)

“Fock-based”な描像に対して、粒子が 1/mだけ広がってる

ψ(x) =

∫
ddyK(x,y)f(y), K(x,y) =

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

eip·(x−y)

▶ 質量mの d+ 1次元自由スカラー場理論
⇒時刻一定なベース空間 Rd を以下で分割：|ψ̃⟩ = |ψXR

⟩+ |ψĀ⟩を考える。

BRXR

ĀA

x1

x2 ∼ xd

∂AR

f(x)
∣∣
x∈BR

∼ 0

R ≫ 1/m
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“field-based”な場合：第二量子化的描像
▶ 距離 Rだけ離れた系 XR と系 Āの演算子 OXR

と OĀ について、

⟨OXR
OĀ⟩ − ⟨OXR

⟩⟨OĀ⟩ ∝ e−Rm

R ≫ 1/mでは e−Rm → 0より ⟨OXR
OĀ⟩ → ⟨OXR

⟩⟨OĀ⟩
　

▶ さらに、系 A, Āの大きさを領域 BR より十分大きくとることで、pBR
→ 0

より XR → Aであるから、OXR
→ OA を用いて ⟨OAOĀ⟩ → ⟨OA⟩⟨OĀ⟩

　

BRXR

ĀA

x1

x2 ∼ xd

∂AR
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“field-based”な場合：第二量子化的描像
▶ |ψ̃⟩について、純粋状態 |ψ̃⟩⟨ψ̃|は 4つの項を持つ：

|ψ̃⟩⟨ψ̃| = |ψXR
⟩⟨ψXR

|+ |ψXR
⟩⟨ψĀ|+ |ψĀ⟩⟨ψXR

|+ |ψĀ⟩⟨ψĀ|

　
▶ ρA = TrĀ

[
|ψ̃⟩⟨ψ̃|

]
の 4項目 σA ≡ TrĀ[|ψĀ⟩⟨ψĀ|]について

Tr
[
|ψĀ⟩⟨ψĀ|OA

]
= ⟨Ω|OA

(∫
x∈Ā

ddxf(x)ϕ(x)

)2

|Ω⟩

→ ⟨Ω|OA|Ω⟩⟨Ω|
(∫

x∈Ā
ddxf(x)ϕ(x)

)2

|Ω⟩

= ⟨Ω|OA|Ω⟩(1− pA) (30)

∴ σA ≡ TrĀ[|ψĀ⟩⟨ψĀ|] → TrĀ
[
|Ω⟩⟨Ω|

]
(1− pA)
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“field-based”な場合：第二量子化的描像
同様にして
▶ 第 1項 TrĀ[|ψXR

⟩⟨ψXR
|] → TrA

[
|Ω⟩⟨Ω|

]
pA

▶ 第 2項 TrĀ[|ψXR
⟩⟨ψĀ|] → 0

▶ 第 3項 TrĀ[|ψĀ⟩⟨ψXR
|] → 0

　
4つの状態のうち、残るのは真空の状態で近似できる 2つのみ

ρA = TrĀ
[
|ψ̃⟩⟨ψ̃|

]
→ TrA

[
|Ω⟩⟨Ω|

]
pA + TrĀ

[
|Ω⟩⟨Ω|

]
(1− pA) (31)

したがって、真空の EEを S0 として

S(ρA) = −TrA[ρA log ρA] → S0 +H(pA, 1− pA) (32)

第一量子化の結果 (28)式：S(ρ̃A) = H(pA, 1− pA)は (32)式の一部のみ

20 / 21



導入

非相対論的な場の理論とターゲット空間のエンタングルメント・エントロピー

相対論的な場の理論とターゲット空間のエンタングルメント・エントロピー

結論と展望



結論と展望
▶ 非相対論的場の理論
第一量子化での、ターゲット空間分割による EEは、代数的定義での EEに
よって定式化できた。
　

▶ 相対論的場の理論
第一量子化での代数的定義による EEでは、第二量子化による結果の一部し
か得られなかった。
　

▶ 弦の第一量子化では、真空の EEも含めた計算は不可能？
真空の EEが計算できるレプリカ法は、第一量子化にも書き直せる。
⇒計算自体はできるが、第一量子化のみでどう定義するかが問題

今後の課題：第一量子化の枠組みで、真空の EEを定義することが必要
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