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Dynamical PT

固有値・固有ベクトル問題

Mzn = εnzn, (1)

M = D + λ∆, D = diag(ϵ1, · · · , ϵN ), (2)

zn =
N∑

m=1

zmn em, znn = 1. (3)

(1) の nth 成分 (Mzn)
n = εnz

n
n , mth 成分 (Mzn)

m = εnz
m
n ,

固有値 εn を消去して

(Mzn)
mznn = (Mzn)

nzmn ,(
zmn ϵm + λ

∑
l z

l
n∆

m
l

)
znn =

(
znnϵn + λ

∑
l z

l
n∆

n
l

)
zmn , (∆zn)

m =
∑

l z
l
n∆

m
l

(ϵn − ϵm)zmn = λ
(∑

l z
l
n∆

m
l − zmn

∑
l z

l
n∆

n
l

)
, m 6= n,
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固定点としての固有ベクトル

zn = Fn(zn),

Fn(zn)
m = δmn + λΘm

n

(∑
l

zln∆
m
l − zmn

∑
l

zln∆
n
l

)
, (4)

Θm
n :=

{
(ϵn − ϵm)−1 m ̸= n

0 m = n

N 次行列とその写像
A := t(z1, z2, . . . , zN ), Anm = zmn

F (A) := t(F1(z1), F2(z2), . . . , FN (zN )).

F の固定点 ⇒ N 個の固有ベクトル
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新しい積の導入
(A ⋆ B)nm := Anm ·Bnm (Hadamard).
(A ▷ B)nm := Ann ·Bnm A ▷ B = (I ⋆ A)B.

F の表示
F (A) = I + λΘ ⋆ (A∆− (A∆) ▷ A). (5)

k 次近似と離散力学系

A
(k)
D := F ◦k(I) =

k︷ ︸︸ ︷
F ◦ F ◦ · · · ◦ F (I). (6)

ε(k)n = (Mz(k)
n )n = ϵn + λ(A

(k)
D ∆)nn. (7)
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列 {F ◦k(I)} の収束

スペクトル・ノルム ∥ · ∥
‖M‖ :=

√
µmax(M†M).

性質
‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖ (劣加法性/3角不等式)

‖A ·B‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖ (劣乗法性)

‖A ⋆ B‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖ (劣乗法性)

‖A ▷ B‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖ (劣乗法性)

以下 ‖∆‖ = 1 として一般性を失わない.

∆ 7→ ∆

‖∆‖
, λ 7→ ‖∆‖ · λ.
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閉球
B̄r(I) := {A | ‖A− I‖ ≤ r}.

A ∈ B̄r(I) ⇒ ‖A‖ ≤ ‖A− I‖+ ‖I‖ ≤ 1 + r.

‖F (A)− I‖ ≤ ‖λΘ‖(‖A‖+ ‖A‖2) ≤ ‖λΘ‖(1 + r + (1 + r)2).

∴ ‖λΘ‖(1 + r)(2 + r) ≤ r ⇒ F : B̄r(I) → B̄r(I).

縮小写像
F (A)− F (B) = λΘ ⋆ (A′ −B′ −A′ ▷ A+B′ ▷ B) A′ = A∆

⇒ ‖F (A)− F (B)‖ ≤ ‖λΘ‖(1 + ‖A+B‖)‖A−B‖.
特に A,B ∈ B̄r(I)

⇒ ‖F (A)− F (B)‖ ≤ ‖λΘ‖(1 + 2(1 + r))‖A−B‖.

∴ 更に ‖λΘ‖(3 + 2r) < 1

⇒ F は縮小写像.
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Banach の不動点定理
F : B̄r(I) → B̄r(I) が縮小写像のとき, F ◦k(I) は B̄r(I) 内の唯一の固定点に収束する.

許される ‖λΘ‖ の範囲

r

r/((r+1)*(r+2))
1/(2*(r+1)+1)
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Convergence

r =
√
2 ⇒ |λ| < (3−2

√
2)‖Θ‖−1 のとき A

(k)
D = F ◦k(I) は収束して極限値が固有ベクトル.
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Rayleigh-Schrödinger PT

(D + λ∆)zn = εnzn, 1 ≤ n ≤ N .

設定
εn =

∑
l≥0

λlε(l)n , zn =
∑
l≥0

λlz(l)
n ,

z(l)
n =

N∑
m=1

(a(l))mn em, (a(0))mn = δmn , (a(l>0))nn = 0.

λl 係数: (D − ϵn)z
(l)
n =

∑
1≤s≤l

ε(s)n z(l−s)
n −∆z(l−1)

n .

Recursion relations

(ϵm − ϵn)(a
(l))mn =

∑
1≤s≤l

ε(s)n (a(l−s))mn − (a(l−1)∆)mn

⇒ ε
(l)
n =(a(l−1)∆)nn. (a(s)∆)mn =

∑
k(a

(s))kn∆
m
k
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(ϵm − ϵn)(a
(l))mn =

l∑
s=1

(a(s−1)∆)nn(a
(l−s))mn − (a(l−1)∆)mn ,

∴ (a(l))mn = Θm
n

(
(a(l−1)∆)mn −

l∑
s=1

(a(s−1)∆)nn(a
(l−s))mn

)
.

行列表示

a(l) = Θ ⋆
(
a(l−1)∆−

l−1∑
s=0

(a(s)∆) ▷ a(l−s−1)
)
. (8)

A
(k)
RS :=

k∑
l=0

λla(l).

cf. A(l) = F (A(l−1)) = I + λΘ ⋆ (A(l−1)∆− (A(l−1)∆) ▷ A(l−1)).
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D と RS の関係
A

(k)
D = A

(k)
RS +O(λk+1).

Proof

A
(0)
D = A

(0)
RS = I.

A
(k−1)
D = A

(k−1)
RS +O(λk) =

∑k−1
l=0 λ

la(l) +O(λk) と仮定すると
A

(k)
D = F (A

(k−1)
D )

= I + λΘ ⋆
(∑k−1

l=0 λ
la(l)∆− (

∑k−1
l=0 λ

la(l)∆) ▷
∑k−1

m=0 λ
ma(m)

)
+O(λk+1)

= I +
∑k

l=1 λ
lΘ ⋆

(
a(l−1)∆−

∑l−1
s=0(a

(s)∆) ▷ a(l−s−1)
)
+O(λk+1)

= I +
∑k

l=1 λ
la(l) +O(λk+1)

= A
(k)
RS +O(λk+1). □
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簡単な例

M =

(
0 0
0 1

)
+ λ

(
0 1
1 0

)
.

ε± = (1±
√
1 + 4λ2)/2,

tz1 = (1, ε−/λ),
tz2 = (−ε−/λ, 1) ∼ (1, ε+/λ) ,

⇒ branch point sing. at λ = ±i/2
⇒ 収束半径 R = 1/2 for RS PT.

A =

(
1 z21
z12 1

)
, F (A) =

(
1 λ((z21)

2 − 1)
−λ((z12)2 − 1) 1

)
,

∴ A
(k)
D = F ◦k(I) =

(
1 f◦k(0)

−f◦k(0) 1

)
, f(z) := λ(z2 − 1).
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収束領域

D-PT
RS-PT

singularities

fold

flip

fold

flip flip
flip

� 2 R
<latexit sha1_base64="cSdZBZBVCkwv9QzZDyh46OpZuYg=">AAAB/XicbVDLSsNAFL3xWesrPnZugkVwVVIrPnZFNy6r2Ac0oUwmk3boZBJmJkINxV9x40IRt/6HO//GSRpErQcGDufcyz1zvJhRqWz705ibX1hcWi6tlFfX1jc2za3ttowSgUkLRywSXQ9JwignLUUVI91YEBR6jHS80WXmd+6IkDTit2ocEzdEA04DipHSUt/cdZge9pFDuRMiNfS89GbSNyt21c5hzZJaQSpQoNk3Pxw/wklIuMIMSdmr2bFyUyQUxYxMyk4iSYzwCA1IT1OOQiLdNE8/sQ604ltBJPTjysrVnxspCqUch56ezBLKv14m/uf1EhWcuSnlcaIIx9NDQcIsFVlZFZZPBcGKjTVBWFCd1cJDJBBWurByXsJ5hpPvL8+S9lG1Vq/Wr48rjYuijhLswT4cQg1OoQFX0IQWYLiHR3iGF+PBeDJejbfp6JxR7OzALxjvX/GUla4=</latexit>
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固定点
f(z) = λ(z2 − 1) = z ⇒ z∗± = ε±/λ.

安定性
z∗ が安定な固定点 ⇔ |f ′(z∗)| < 1. z∗+ は常に不安定

z = f(z), f ′(z) = µ, から z を消去して
P (λ, µ) = 4λ2 − µ(2− µ) = 0.　 C2 内の曲線

収束域の境界
{λ ∈ C |P (λ, eiθ) = 0, 0 ≤ ∃θ < 2π}.

収束の速さ
RS: ∼ O(|2λ|k) ⇔ D: |f◦k(0)− z∗−| ∼ O(|2λ2|k).
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3次行列の例

行列

M =

0 0 0
0 1 0
0 0 3

+ λ

0 1 2
1 0 3
2 3 0

 .

変換 F の具体形
A = t(z1, z2, z3), F (A) = t(F1(z1), F2(z2), F3(z3))

tF1(z1) =
(
1,−λ(1 + 3z31 − z21(z

2
1 + 2z31)),− 1

3λ(2 + 3z21 − z31(z
2
1 + 2z31))

)
,

tF2(z2) =
(
λ(1 + 2z32 − z12(z

1
2 + 3z32)), 1,− 1

2λ(3 + 2z12 − z32(z
1
2 + 3z32))

)
,

tF3(z3) =
(
1
3λ(2 + z23 − z13(2z

1
3 + 3z23)),

1
2λ(3 + z13 − z23(2z

1
3 + 3z23)), 1

)
.
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第 1固有ベクトル

安定な固定点
tz1 = (1, z21 , z

3
1)= (1, z2, z3) とする.

F1(1, z
2, z3) =

(
1,−λ(1 + 3z3 − z2(z2 + 2z3)),− 1

3λ(2 + 3z2 − z3(z2 + 2z3))
)

= (1, f2(z2, z3;λ), f3(z2, z3;λ)).

固定点 (z2∗, z
3
∗) の方程式

z2 = f2(z2, z3;λ), z3 = f3(z2, z3;λ).

安定な固定点の条件:

J :=

(
∂f2/∂z2 ∂f3/∂z2

∂f2/∂z3 ∂f3/∂z3

)
の (z2∗, z

3
∗) での固有値 |µ| < 1.
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同伴する ideal

多項式環 C[z2, z3, λ, µ] の ideal

I :=
〈
z2 − f2(z2, z3;λ), z3 − f3(z2, z3;λ),det(J − µI)

〉
.

変数 z2, z3 の消去 (Gröbner 基底)

C[λ, µ] ∩ I = 〈P1(λ, µ)〉,

P1(λ, µ) = 63792λ7 − 28352λ6µ− 68040λ6 − 29556λ5µ2 + 89352λ5µ

− 13239λ5 + 960λ4µ3 + 14516λ4µ2 − 39164λ4µ+ 12116λ4

+ 5616λ3µ4 − 26658λ3µ3 + 29988λ3µ2 − 546λ3µ− 2448λ3

+ 468λ2µ5 − 3720λ2µ4 + 12820λ2µ3 − 17648λ2µ2 + 7584λ2µ

− 1296λ2 − 243λµ6 + 1404λµ5 − 2619λµ4 + 1350λµ3 + 432λµ2

+ 108µ6 − 792µ5 + 1980µ4 − 1872µ3 + 432µ2.

Kenmoe et al. Dynamical PT for Eigenvalue Problems April 2020 17 / 28



marginal curve

λ : P1(λ, e
iθ) = 0.
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多価解析関数としての固有値
det (D + λ∆− εI) = 0

⇒ ε3 − 4ε2 + (3− 14λ2)ε+ 7λ2 − 12λ3 = 0 (代数関数)

⇒ εk (λ) = ωk 3

√
P3(λ) + i

√
P6(λ) + ω2k 3

√
P3(λ)− i

√
P6(λ) +

4

3
. (9)

P3(λ) =
1

54
(324λ3 + 315λ2 + 20), P6(λ) =

1

108
(7088λ6 − 7560λ5 + 1813λ4 − 480λ3 + 448λ2 + 36).

ε1(λ) = − 7
3
λ2 + 4λ3 − 98

27
λ4 − 56

9
λ5 + · · · ,

ε2(λ) = 1− 7
2
λ2 − 6λ3 + 147

8
λ4 + 21λ5 + · · · ,

ε3(λ) = 3 + 35
6
λ2 + 2λ3 − 3185

216
λ4 − 133

9
λ5 + · · · .
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調和振動子の例

delta 関数ポテンシャルによる摂動(
− ℏ2

2m

d2

dx2
+

1

2
mω2x2 + gδ(x)

)
ψ(x) = Eψ(x).

無次元化: x =

√
ℏ
mω

u, E = ℏωϵ, g =

√
ℏ3ω
m

λ,

⇒
(
−1

2

d2

du2
+

1

2
u2 + λδ(u)

)
ϕ(u) = ϵϕ(u). (10)

偶奇性
parity odd な固有関数は摂動の影響を受けない.
∴ ε2l+1(λ) = ϵ2l+1 = 2l + 1 + 1/2.
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RS PT の設定

φn(u) = ϕ2n(u) +
∑
l≥1

λl
∑
m̸=n

(a(l))mn ϕ2m(u),

εn = 2n+
1

2
+
∑
l≥1

λlε(l)n ,

∆m
n = ϕ2n(0)ϕ2m(0) =

1

π

√
Γ(n+ 1

2 )Γ(m+ 1
2 )

Γ(n+ 1)Γ(m+ 1)
,

Θm
n =

1

2n− 2m
, n 6= m.

収束半径
R ≳ 2 (Kvaal et al. 2010) ⇒ R ≈ 2.2 (authors).
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実は摂動に依らず解けること

教科書に載ってない規格化可能解

ϕϵ(u) =

[
F
(
1
4 − ϵ

2 ,
1
2 ;u

2
)
− 2

Γ( 34 − ϵ
2 )

Γ( 14 − ϵ
2 )

|u|F
(
3
4 − ϵ

2 ,
3
2 ;u

2
)]
e−

1
2u

2

, ϵ−1/2 ̸∈{0,2,4,6,... }. (11)

問題点: • ϕ′ϵ(0+) = −ϕ′ϵ(0−) 6= 0. • ϵ は連続スペクトル.

delta pot. は両問題点を同時に解決する
− 1

2 [ϕ
′
ϵ(s)− ϕ′ϵ(−s)] + λϕϵ(0) =

∫ s

−s

(
ϵ− 1

2u
2
)
ϕϵ(u)du,

⇒ − 1
2 [ϕ

′
ϵ(0

+)− ϕ′ϵ(0
−)] + λϕϵ(0) = 0 ⇒ ±ϕ′ϵ(0±) = λϕϵ(0).

固有値を決める公式

−2
Γ( 34 − ϵ

2 )

Γ( 14 − ϵ
2 )

= λ. (12)
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基底状態の波動関数 Patil 2006
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εn(λ) のプロット Patil 2006
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RS vs D PT 調和振動子
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RS vs D PT for Random Matrices

M = diag(1, 2, . . . , N) + λ∆, N = 100.

su
cc
es
s
ra
te

<latexit sha1_base64="sy1JD7EokDfXZpBak3K8DEopYaw=">AAAB/nicbVDJSgNBEO2JW4zbqHjy0hgET2FixOUW9OIxglkgGUJPpyZp0rPQXSOGIeCvePGgiFe/w5t/48xkEDU+KHi8V0VVPSeUQqNlfRqFhcWl5ZXiamltfWNzy9zeaekgUhyaPJCB6jhMgxQ+NFGghE6ogHmOhLYzvkr99h0oLQL/Fich2B4b+sIVnGEi9c29HsI9Ki/WEeegNVUMYdo3y1bFykDnSTUnZZKj0Tc/eoOARx74yCXTulu1QrRjplBwCdNSL9IQMj5mQ+gm1GceaDvOzp/Sw0QZUDdQSflIM/XnRMw8rSeek3R6DEf6r5eK/3ndCN1zOxZ+GCH4fLbIjSTFgKZZ0IFQwFFOEsK4EsmtlI+YYhyTxEpZCBcpTr9fniet40q1VqndnJTrl3kcRbJPDsgRqZIzUifXpEGahJOYPJJn8mI8GE/Gq/E2ay0Y+cwu+QXj/Qs865Zx</latexit>
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Mathematica vs D PT

algorithmic complexities

行列の対角化 ∼ O(N3) ⇔ 行列の積 ∼ O(N 2.373···) subcubic

設定: M = D + λ∆, D = (−d2/du2 + u2)/2, λ = 0.01, ∆: sparse symmetric.
⇒ D PT much faster than LAPACK routines (Eigensystem)
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Discussion

D の RS に対する優位性
各 iteration の lower complexity (matrix mult. 1回)

収束が速い
収束領域が広い

拡張
λ が大きいとき
M = D + λ∆ ⇒ M = D +

λ

Q
∆+

(Q− 1)λ

Q
∆. Q ≫ 1

最適化
M = D + λ∆ = D′ + λ∆′ such that ‖Θ‖ · ‖∆‖ > ‖Θ′‖ · ‖∆′‖ ⇒ 収束域拡大
収束半径 R = 0 の場合
H.O.+gx4 ?
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