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繰り込み群 (～1950) 

 繰り込み 

◦ スケールを変えたときの 

  粒子描像の変化 

◦ パラメータ 𝑚 Λ , 𝑔 Λ ,⋯ 

 繰り込み群 

◦ Λ → Λ + 𝛿Λ への応答 

◦ Ovsiannikov 

◦ Gell-Mann-Low 

◦ Callan-Symanzik 

◦ Weinberg-’t Hooft 
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繰り込み群 (1970~) 

Wilson流の繰り込み群 
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スケールΛ0で 
繰り込まれた理論 

𝑆Λ0
[𝜙] 

粗視化 
と 

スケール変換 

低エネルギー 
有効理論 
𝑆𝑒𝑓𝑓,Λ[𝜙] 



Wilsonの見方 
 古典的な繰り込み群 

◦ パラメータの変化を追う 𝑚 Λ , 𝑔(Λ)  

◦ 摂動計算を行う必要がある 

 Wilson流の繰り込み群 

◦ 作用の変化を追う 𝑆𝑒𝑓𝑓,Λ[𝜙]  

◦ (原理的には)非摂動的な取り扱いが可能 

 Wilson流の繰り込み群方程式 

◦ 𝑆𝑒𝑓𝑓,Λ[𝜙] が従う方程式 

◦ Wegner-Houghton eq. 

◦ Polchinski eq. 

◦ Wetterich eq. 



Wilson有効作用 
スケール Λ での作用を作る 

 

 

 

 𝑅Λ が満たすべき性質 

◦ IRをケアすべし 

 

◦ Λ → ∞ で classical action になるべし 

 

◦ Λ → 0 で effective action になるべし 

𝑍Λ 𝐽 = 𝑒𝑊Λ[𝐽] =  𝒟𝜙 𝑒−𝑆Λ0−Δ𝑆Λ+𝐽∙𝜙 

Δ𝑆Λ 𝜙 =
1

2
 𝜙 −𝑝 𝑅Λ 𝑝2 𝜙(𝑝)
𝑝

 

lim
𝑝2/Λ2→0

𝑅Λ(𝑝
2) > 0 

lim
Λ2/𝑝2→0

𝑅Λ(𝑝
2) = 0 

lim
Λ→Λ0→∞

𝑅Λ(𝑝
2) = ∞ 



Wetterich 方程式 
 (Legendre) effective action を作る 

 ΓΛ Φ = sup
𝐽

 Φ ∙ 𝐽 − 𝑊Λ[𝐽] − Δ𝑆Λ[Φ] 

𝑑

𝑑Λ
ΓΛ Φ =

1
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 Tr ΓΛ

2 Φ + 𝑅Λ  −1
𝑑𝑅Λ
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 その flow を考える 

start Λ = Λ0 

goal Λ = 0 

𝑅Λ
(1)

 
𝑅Λ

(2)
 

 やりたいこと 

Wetterich eq. 
Λ ∶ Λ0 → 0 



𝑅Λ の選び方(スキーム) 
 重要な場所は端 

lim
Λ→Λ0→∞

ΓΛ Φ = 𝑆 𝜙 , lim
Λ→0

ΓΛ Φ = Γ 𝜙  

 よく使われる関数形 

◦ sharp 

𝑝2
1

𝜃 Λ2 − 𝑝2
− 1  

◦ exponential (数値計算) 

𝑝2

𝑒𝑝2/Λ2
− 1

 

◦ optimaized (解析計算) 
Λ2 − 𝑝2 𝜃(1 − 𝑝2/Λ2) 



Vertex expansion 
 Wetterich eq. には近似が必要！ 

◦ 𝑛点の vertex function で書き直してみる 

ΓΛ
𝑛
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Vertex expansion 
 Wetterich eq. には近似が必要！ 

 

 

 

 

 

 

 

◦ 展開を有限次で打ち切る 

◦ ΓΛ
𝑛

𝑝1, ⋯ , 𝑝𝑛−1 − 𝑞, 𝑝𝑛 + 𝑞 ∼ ΓΛ
𝑛
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Derivative expansion 
 微分演算子で展開 

ΓΛ Φ =  𝑑𝑑𝑥 𝑉Λ +
1

2
𝑍Λ 𝜕𝜇𝜙

2
+

1

6
𝑌Λ 𝜕2𝜙 2 + ⋯  

             ~ 𝑑𝑑𝑥 𝑉Λ +
1

2
𝑍Λ 𝜕𝜇𝜙

2
 

Local potential approximation 

ΓΛ Φ ~ 𝑑𝑑𝑥 𝑉Λ +
1

2
𝜕𝜇𝜙

2
,    𝑍Λ~1 

⇔ 𝜙 𝑝 ~ 2𝜋 𝑑𝛿 𝑑 𝑝 𝜙, 𝜙 = (const. ) 

 真空の構造を調べる場合などに有効 



Dyson-Schwinger との比較 
 master eq. 

 

 DSEs (skeleton) 

 
 FRG (vertex expansion) 

 

 

◦ DSEs では bare な vertex が現れる 

◦ self-consistent eqs. 

◦ 近似の改良のしやすさ 

0 =  𝒟𝜙
𝛿

𝛿𝜙
𝑒−𝑆 𝜙 +∫ 𝐽∙𝜙 

= + + 
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𝑂 𝑁  𝜙4 理論の解析 
 𝑁 → ∞ で解ける模型 

 
 

 M. D’Attanasio and T. R. Morris, Phys. Lett. B409 (1997) 363–370. 
 

 

◦ 2点関数を求めてみる Γ Λ
(2)
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𝑂 𝑁  𝜙4 理論の解析 

 この式は閉じていて 

𝑑
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“bubble diagram” 



𝑂 𝑁  𝜙4 理論の解析 
 Finite 𝑁 に対する(数値的な)結果 
◦ J. Berges, N. Tetradis, C. Wetterich, Non-perturbative 

renormalization flow in quantum field theory and statistical 
physics, Phys. Rep. 363, 223(2002). 



gauge 理論への応用 
 BRST 対称性 ⟷ cut-off 

 𝛿𝐵𝑅𝑆𝑇Δ𝑆Λ ≠ 0 

◦ gauge 不変な flow を作る 

◦ 𝜊(Λ) で対称性を破る項を入れる 

start Λ = Λ0 

goal Λ = 0 

𝑅Λ 

 行うべき計算 

◦ modified S.T. id. から 𝑆 Λ0
 

◦ Wetterich で flow 

◦ 近似 : vertex expansion 

◦ Λ → 0 で effective action ! 

（ΓΛ→0  はBRSTをもっている） 

→ modified Slavonov-Taylor identity 



Slavonov-Taylor id. 
 BRST symmetry 

𝛿𝐵𝑅𝑆𝑇Φ = 𝜖 𝔰Φ, 𝛿𝐵𝑅𝑆𝑇𝐴𝜇
𝑎 = 𝜖𝐷𝜇

𝑎𝑏𝑐𝑏 など  

𝔰  𝒟𝜙 𝑒−𝑆[𝜙]+𝐽∙𝜙+𝑄∙𝔰𝜙 = 0 

 
𝛿𝛤[𝛷, 𝑄]

𝛿𝑄𝑖(𝑥)

𝛿𝛤[𝛷, 𝑄]

𝛿Φ𝑖(𝑥)𝑥

= 0 

Λ ≠ 0 で modified 
 解くと…(U. Ellwanger, Phys.Lett. B335, 364 (1994)) 

Δ𝑚𝑆𝑇𝐼 ΓAA,Λ 
2

𝜇𝜈

⊥
𝑝 ~ 𝑚Λ0

Π𝜇𝜈
⊥ (𝑝) 

Δ𝑚𝑆𝑇𝐼 ΓAA,Λ 
2

𝜇𝜈

∥
𝑝 ~ 𝛼 Λ Λ2Π𝜇𝜈

∥ (𝑝) 



Y-M 理論 
 Wetterich eqs. 



有限温度 Y-M 理論 

 magnetic/electric projection 

Π𝜇𝜈
𝑀 (𝑝) = 1 − 𝛿0𝜇 1 − 𝛿0𝜈 𝛿𝜇𝜈 −

𝑝𝜇𝑝𝜈

𝑝 2
  

Π𝜇𝜈
𝐸 𝑝 = Π𝜇𝜈

⊥ 𝑝 − Π𝜇𝜈
𝑀 (𝑝) 

ΓAA, 
2

𝜇𝜈

𝑎𝑏
𝑝 = 𝛿𝑎𝑏𝑝2 𝑍𝑀 𝑝 Π𝜇𝜈

𝑀 𝑝 + 𝑍𝐸(𝑝)Π𝜇𝜈
𝐸 (𝑝)  

 dressing function 𝑍𝑀/𝐸 

 screening mass 𝑚𝑠 

lim
𝑥→∞

𝐴0 𝑥 𝐴0(0) = 𝑐𝑒𝑒
−𝑚𝑠𝑥 



有限温度 Y-M 理論 
 𝐴0 𝑥 𝐴0(0)  

高温 𝑇 ≳ 𝑇𝐶 
𝑐𝑒𝑒

−𝑚𝑠𝑥 

低温 𝑇 ≪ 𝑇𝐶 
𝑐𝑎𝑥

1−4𝜅 + 𝑐𝑒𝑒
−𝑚𝑠𝑥 



有限温度 Y-M 理論 
 screening mass 

0.6 GeV ~  
摂動論の結果と一致 



有限温度 Y-M 理論 
 magnetic dressing 

𝑆𝑈 3 → 

← 𝑆𝑈 2  



有限温度 Y-M 理論 
 electric dressing 

← 𝑆𝑈 2  

𝑆𝑈 3 → 



まとめ 
 Wilson流の繰り込み群 

◦ 有効作用のスケール依存性を追う 

◦ 繰り込み群方程式 = Wetterich eq. 

◦ cut-off 関数 𝑅Λ 

◦ vertex expansion などの近似法 

 𝒪 𝑁 − 𝜙4 theoty の解析 

◦ large 𝑁 での解析計算 

◦ finite 𝑁 での数値計算 

 Yang-Mills theory 

◦ BRST 対称性 → modified Slvonov-Taylor id. 

◦ Debye mass, dressing function の計算 


