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Motivation 

𝑇𝑐 𝜇  , 𝑇𝑐(𝜌)が知りたい 



大分配関数
𝑍𝐺.𝐶. 𝑇, 𝜇; 𝑉  

↓ 
𝐽 𝑇, 𝜇; 𝑉  , 𝜌 𝑇, 𝜇  ⋯ 
熱力学関数 

Motivation 
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論文の主張 

𝑍𝐺.𝐶.(𝑇, 𝜇, 𝑉) =  𝒟𝑈  𝑒−𝑆𝑔  det 𝐷(𝜇)  (𝑆𝐹=  𝜓 𝐷𝜓) 

Wilson fermion で det 𝐷(𝜇)の  
reduction formula を作った 

A. Borici,  
Prog. Theor. Phys. Suppl. 
153:335-339,2004 



det 𝐷 𝜇 = 𝐶  𝐶𝑛𝑒
𝜇
𝑇

𝑛

𝑛

 

（Canonical approach に適した形!） 

論文の主張 

𝑍𝐺.𝐶.(𝑇, 𝜇, 𝑉) =  𝒟𝑈  𝑒−𝑆𝑔  det 𝐷(𝜇)  (𝑆𝐹=  𝜓 𝐷𝜓) 
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reduction formula を作った 

A. Borici,  
Prog. Theor. Phys. Suppl. 
153:335-339,2004 



発表の流れ 

• 導入 

• 有限温度QCD 

• Reduction formula 

• 数値計算の結果 

• まとめ 



=  𝒟𝜙 𝜙 exp −
1

𝑇
𝐻 − 𝜇𝑁 𝜙  

𝜙 𝑡=0 =±𝜙(𝑡=1/𝑇)

 

エネルギー 
粒子 

注目 
する系 

熱浴・粒子浴 

𝑍𝐺.𝐶. 𝑇, 𝜇; 𝑉 = Tr exp −
1

𝑇
𝐻 − 𝜇𝑁  

経路積分形式 
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1
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=  𝒟𝐴 𝒟𝜓  𝒟𝜓 exp −  𝑑𝑡  𝑑3𝑥  ℒ𝑄𝐶𝐷 − 𝜇𝜓†𝜓
1/𝑇

0

 

経路積分形式 



場の理論との比較 
• 有限温度 
𝑍𝐺.𝐶. 𝑇, 𝜇 = 0; 𝑉  

        = Tr 𝑒− 
1
𝑇𝐻  

• 場の理論 

𝑍 = lim
𝑇→∞

𝜙𝑓 𝑒−𝐻 𝑇 𝜙𝑖  

 

= lim
𝑇→∞

 𝒟𝜙 𝜙 𝑒−𝐻 𝑇 𝜙  =  𝒟𝜙 𝜙 𝑒−𝐻 /𝑇 𝜙  



場の理論との比較 
• 有限温度 
𝑍𝐺.𝐶. 𝑇, 𝜇 = 0; 𝑉  

        = Tr 𝑒− 
1
𝑇𝐻  

• 場の理論 

𝑍 = lim
𝑇→∞

𝜙𝑓 𝑒−𝐻 𝑇 𝜙𝑖  

 

ℝ4 𝑆1 × ℝ3 

𝜙 𝑡 = 0  =  ± 𝜙(𝑡 = 1/𝑇) 
𝜙 𝑡 = 0  = 𝜙𝑖 
𝜙 𝑡 = 𝑇  = 𝜙𝑓 

= lim
𝑇→∞

 𝒟𝜙 𝜙 𝑒−𝐻 𝑇 𝜙  =  𝒟𝜙 𝜙 𝑒−𝐻 /𝑇 𝜙  



𝑆𝑐𝑜𝑛𝑡. =  𝑑4𝑥 𝜓 𝛾𝑖𝐷𝑖 + 𝑚 + 𝜇𝛾4 𝜓 

lim
𝑎→0

𝑆𝑙𝑎𝑡𝑡. = 𝑆𝑐𝑜𝑛𝑡. で作るべし！ 

格子作用の決定 



𝑆𝑐𝑜𝑛𝑡. =  𝑑4𝑥 𝜓 𝛾𝑖𝐷𝑖 + 𝑚 + 𝜇𝛾4 𝜓 

𝑆𝑙𝑎𝑡𝑡. = 𝑀 + 4  𝜓 𝑛 Δ n,m 𝜓 𝑚

𝑛,𝑚

 

Δ 𝑛, 𝑚  

= 𝛿𝑛,𝑚 − 𝜅  (1 − 𝛾𝑖)𝑈𝑖 𝑛 𝛿𝑚,𝑛+𝑖 + (1 + 𝛾𝑖)𝑈𝑖
† 𝑚 𝛿𝑚,𝑛−𝑖 

3

𝑖=1

 

     −𝜅 (1 − 𝛾4)𝑒+𝜇𝑈4 𝑛 𝛿𝑚,𝑛+4 + (1 + 𝛾4)𝑒−𝜇𝑈4
† 𝑚 𝛿𝑚,𝑛−4  

     −𝛿𝑛,𝑚𝐶𝑆𝑊𝜅  
𝛾𝑖  , 𝛾𝑗

2𝑖
𝐹𝑖𝑗(𝑛)

𝑖≤𝑗

 

 

  𝜅 =
1

2(𝑀+4)
と 𝐶𝑆𝑊 はパラメータ 

lim
𝑎→0

𝑆𝑙𝑎𝑡𝑡. = 𝑆𝑐𝑜𝑛𝑡. で作るべし！ 

格子作用の決定 
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問題点 

det 𝐷(𝜇 = 0 ) ∗ = det 𝐷† 𝜇 = 0  
                                = det (𝐷(𝜇 = 0)) 

𝐷† = 𝛾5𝐷𝛾5 



𝑍𝐺.𝐶.(𝑇, 𝜇 ≠ 0; 𝑉) =  𝒟𝑈  𝑒−𝑆𝑔 det 𝐷 𝜇  
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                                = det (𝐷(𝜇 = 0)) 
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𝑍𝐺.𝐶.(𝑇, 𝜇 ≠ 0; 𝑉) =  𝒟𝑈  𝑒−𝑆𝑔 det 𝐷 𝜇  

=  𝒟𝑈 𝑒𝑖𝜃   𝑒−𝑆𝑔 det 𝐷(𝜇)  

問題点 

det 𝐷(𝜇 = 0 ) ∗ = det 𝐷† 𝜇 = 0  
                                = det (𝐷(𝜇 = 0)) 

𝐷† = 𝛾5𝐷𝛾5 

Monte Carlo 計算が難しい 



Reweighting (Z. Fodor, S.D. Katz, Phys. Lett. B534(2002)87) 

𝑍𝐺.𝐶.(𝑇, 𝜇; 𝑉) =  𝒟𝑈 
det 𝐷(𝜇)

det 𝐷(0)
e−Sg(𝛽0)det 𝐷(0) 𝑒−𝑆𝑔 𝛽 +𝑆𝑔(𝛽0) 

Taylor展開 

𝑍𝐺.𝐶. 𝜇 = 𝑍𝐺.𝐶. 0 + 𝜇
𝜕𝑍𝐺.𝐶.

𝜕𝜇
 
𝜇=0

+ ⋯ 

  

いくつかのアプローチ 
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𝑍𝐺.𝐶.(𝑇, 𝜇; 𝑉) に替えて 𝑍𝑐𝑎𝑛.(𝑇; 𝑉, 𝑁) を使う 

  

 Canonical approach 
   

いくつかのアプローチ 
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大分配関数 分配関数 

いくつかのアプローチ 



𝐵1 𝑛𝑡 = 1 0 ⋯ 0 0

0 𝐵2 𝑛𝑡 = 2 ⋯ 0 0
⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯
0 0 ⋯ 𝐵𝑁𝑡−1 𝑛𝑡 = 𝑁𝑡 − 1 0

0 0 ⋯ 0 𝐵𝑁𝑡
𝑛𝑡 = 𝑁𝑡

 

Δ 𝑛, 𝑚  

= 𝛿𝑛,𝑚 − 𝜅  (1 − 𝛾𝑖)𝑈𝑖 𝑛 𝛿𝑚,𝑛+𝑖 + (1 + 𝛾𝑖)𝑈𝑖
† 𝑚 𝛿𝑚,𝑛−𝑖 

3

𝑖=1

− 𝛿𝑛,𝑚Δ𝐶𝑙𝑜𝑣𝑒𝑟 

 
     −𝜅  (1 − 𝛾4)𝑒𝜇𝑈4 𝑛 𝛿𝑚,𝑛+4  + 1 + 𝛾4 𝑒−𝜇𝑈4

† 𝑚 𝛿𝑚,𝑛−4   

4𝑁𝑐𝑁𝑡𝑁𝑠
3 

4𝑁𝑐𝑁𝑠
3 

Reduction formula  



𝐵1 𝑛𝑡 = 1 0 ⋯ 0 0

0 𝐵2 𝑛𝑡 = 2 ⋯ 0 0
⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯
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3 
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Reduction formula  



𝐵1 𝑛𝑡 = 1 0 ⋯ 0 0

0 𝐵2 𝑛𝑡 = 2 ⋯ 0 0
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0 0 ⋯ 𝐵𝑁𝑡−1 𝑛𝑡 = 𝑁𝑡 − 1 0

0 0 ⋯ 0 𝐵𝑁𝑡
𝑛𝑡 = 𝑁𝑡

 

Δ 𝑛, 𝑚  
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† 𝑚 𝛿𝑚,𝑛−4   

0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 0 0
⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 0 0

 

0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 0 0
⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 0 0

 

4𝑁𝑐𝑁𝑡𝑁𝑠
3 

4𝑁𝑐𝑁𝑠
3 

Reduction formula  



𝑃𝑛,𝑚 ≔
1 − 𝛾4

2
𝛿𝑛,𝑚 +

1 + 𝛾4

2
𝑈4

† 𝑚 𝛿𝑚,𝑛+4 𝑒
−𝜇 

0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 0 0
⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 0 0

 Δ 𝜇 = 

Reduction formula  



𝑃𝑛,𝑚 ≔
1 − 𝛾4

2
𝛿𝑛,𝑚 +

1 + 𝛾4

2
𝑈4

† 𝑚 𝛿𝑚,𝑛+4 𝑒
−𝜇 

0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 0 0
⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 0 0

 Δ 𝜇 = 

射影行列 1 ± 𝛾4 /2 を含まない 
1 − 𝛾4 /2 を含む 

(1 + 𝛾4)/2 を含む 

1 ± 𝛾4

2

2

=
1 ± 𝛾4

2
 

1 − 𝛾4

2

1 + 𝛾4

2
= 0 

Reduction formula  



𝑃𝑛,𝑚 ≔
1 − 𝛾4

2
𝛿𝑛,𝑚 +

1 + 𝛾4

2
𝑈4

† 𝑚 𝛿𝑚,𝑛+4 𝑒
−𝜇 

0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 0 0
⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 0 0

 Δ 𝜇 = 

0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 0 0
⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 0 0

 

射影行列 1 ± 𝛾4 /2 を含まない 
1 − 𝛾4 /2 を含む 

(1 + 𝛾4)/2 を含む 

𝑃 𝜇 = 

1 ± 𝛾4

2

2

=
1 ± 𝛾4

2
 

1 − 𝛾4

2

1 + 𝛾4

2
= 0 

Reduction formula  



 
𝛼𝑖

𝑎𝑏,𝜇𝜈
𝑛,𝑚 =

1

2
𝐵𝑎𝑏,𝜇𝜎 𝑛, 𝑚, 𝑡𝑖 1 − 𝛾4

 𝜎𝜈 − 𝜅 1 + 𝛾4
𝜇𝜈𝛿𝑎𝑏𝛿3

𝑛,𝑚
 

𝛽𝑖
𝑎𝑏,𝜇𝜈

𝑛, 𝑚 =
1

2
𝐵𝑎𝑐,𝜇𝜎 𝑛,𝑚, 𝑡𝑖 1 + 𝛾4

 𝜎𝜈𝑈4
𝑐𝑏 𝑚, 𝑡𝑖 − 𝜅 1 − 𝛾4

𝜇𝜈𝛿3
𝑛,𝑚

𝑈4
𝑎𝑏 𝑚, 𝑡𝑖

 

0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 0 0
⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 0 0

 

0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 0 0
⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 0 0

 

𝛼1  𝛽1𝑒𝜇  ⋯ 0 0
0 𝛼2 ⋯ 0 0
⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯
0 0 ⋯ 𝛼𝑁𝑡−1 𝛽𝑁𝑡−1𝑒𝜇

−𝛽𝑁𝑡
𝑒𝜇 0 ⋯ 0 𝛼𝑁𝑡

 = 

Δ𝑃 = 

 det Δ𝑃 =  det 𝛼𝑖 det 1 + 𝑒𝜇/𝑇  det (𝛼𝑗
−1𝛽𝑗)  

Reduction formula  



det Δ 𝜇 =
det(Δ𝑃)

det(𝑃)
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粒子数 𝑛 が大きいと 
Fourier変換がうまくいかない! 
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今回の方法 
 固有値の計算から 𝐶𝑛 を求めた 

=
1

2𝜋
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𝑇

𝜋

−𝜋

 𝑒−𝑖
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Numerical results 

• Lattice size 44 

• 𝛽 = 1.85 

– 𝜅, 𝐶𝑆𝑊 = (0.14007,1.5759) 

• 𝛽 = 2.0 

– 𝜅, 𝐶𝑆𝑊 = (0.1369,1.5058) 

※固有値 𝜆𝑖  の性質を調べる(groundwork として) 



固有値の分布  
上: 𝛽 = 1.85
下: 𝛽 = 2.0

 



固有値の分布  
上: 𝛽 = 1.85
下: 𝛽 = 2.0

 

𝑎𝑚𝜋 = −
1

𝑁𝑡
max
𝜆 ≤1

ln 𝜆 2  

Gibbs, (T=0) 



𝑛 vs. log 𝐶𝑛  
左: 𝛽 = 1.85

右: 𝛽 = 2.0
 

𝑛 = 0 でmax 
指数関数的に減少 

𝐶𝑛 = 𝐶−𝑛  



𝑛 vs. arg 𝐶𝑛  𝛽 = 1.85  
赤 𝑛 = 3𝑚 
緑 𝑛 = 3𝑚 + 1 
青 𝑛 = 3𝑚 + 2 



𝑛 vs. arg 𝐶𝑛  𝛽 = 2.0  
赤 𝑛 = 3𝑚 
緑 𝑛 = 3𝑚 + 1 
青 𝑛 = 3𝑚 + 2 



• arXiv:1204.1412v2 [hep-lat] 7 Jun 2012 

– K. Nagata, S. Motoki, Y. Nakagawa, A. Nakamura, 
and T. Saito 

• clover-Wilson + RG-gauge(Nf=2) 

• Volume : 8^3x4 

• quark mass : mps/mV ~ 0.8 

• Configurations : HMC at mu=0 

• Eigen values : 400 configs. 

分配関数 𝑍𝑐𝑎𝑛.(𝑇; 𝑉, 𝑁) 



𝑛 vs. log 𝐶𝑛  
赤: 𝑇 = 0.76 𝑇𝑐

緑: 𝑇 = 𝑇𝑐

青: 𝑇 = 1.35 𝑇𝑐

 

𝑛 vs. arg(𝐶𝑛) 
左: 𝑇 = 0.76 𝑇𝑐

上: 𝑇 = 𝑇𝑐

下: 𝑇 = 1.35 𝑇𝑐

 



分配関数 𝑍𝑐𝑎𝑛.(𝑇; 𝑉, 𝑁) 



分配関数 𝑍𝑐𝑎𝑛.(𝑇; 𝑉, 𝑁) 

Sign problem Overlap problem 

低温は難しい？ 



まとめ 

• Wilson fermion に対する reduction formula を
うまい射影 𝑃 を用いることで、 

            という形で作った 

– Canonical approach に適した形 

• 𝐶𝑛の振る舞いを、大きな𝑛まで調べることがで
きた 

• canonical分配関数を、温度を変えて求めた 

–低温側では難しい？ 

det 𝐷 𝜇 = 𝐶  𝐶𝑛𝑒
𝜇
𝑇𝑛

𝑛

 


